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Introduction

Soit G un groupe localement compact dénombrable à l'in�ni, par exemple un groupe de
Lie connexe ou un groupe discret dénombrable. L'algèbre de Banach L1(G) agit par convo-
lution à droite sur les fonctions de carré intégrable sur G par des opérateurs bornés. Cette
représentation est associée à la représentation régulière gauche de G. L'adhérence de L1(G)
dans L(L2(G)) est notée C∗r (G) et s'appelle la C∗�algèbre réduite de G. La conjecture de
Baum�Connes prédit le calcul de la K�théorie analytique K∗(C∗r (G)) de cette C∗�algèbre.
Plus précisément, soit EG un modèle du classi�ant des actions propres [11] de G. Baum,
Connes et Higson [11] dé�nissent alors un groupe KG

∗ (EG), appelé K-homologie équivariante
à support compact de EG. Ils construisent aussi un morphisme de groupes, dit application
d'assemblage

µr : KG
∗ (EG) −→ K∗(C∗r (G)) ,

et conjecturent que c'est un isomorphisme. Le groupe KG
∗ (EG) est dans de nombreux cas

assez bien compris, et est de nature géométrique. Ainsi la conjecture a�rme non seulement
que tous les éléments de K�théorie peuvent être construits de façon géométrique, mais que les
relations entre ces éléments proviennent toutes de la géométrie. L'injectivité est reliée à des
problèmes de topologie. Elle est montrée pour une classe assez large de groupes. Beaucoup
moins de résultats sur la surjectivité en revanche sont connus, malgré des progrès récents
importants, notamment ceux de Vincent La�orgue. Elle est plutôt reliée à des problèmes
d'analyse concernant les C∗�algèbres.

Pour les groupes discrets, Higson et Kasparov [?] ont montré la conjecture pour les groupes
munis d'une action par isométries, métriquement propre sur un espace a�ne euclidien de
dimension in�nie. V. La�orgue [31] l'a démontrée (par exemple) pour ceux agissant de façon
continue, isométrique, propre et co�compacte sur un espace symétrique de rang réel 1, ou un
sous�groupe co�compact de SL3(R). P. Julg [22] a montré que tous les sous�groupes fermés
de Sp(n, 1) satisfont également à la conjecture. Néanmoins, on ne sait toujours pas si elle est
vraie pour SL3(Z), par exemple. D'autre part, il n'existe pas à ce jour, à ma connaissance,
de contre�exemple à la conjecture énoncée sous cette forme. Cependant, Gromov a construit
des groupes qui ne satisfont pas à une généralisation de la conjecture de Baum�Connes, la
conjecture à coe�cients [?].

La conjecture de Baum�Connes a été véri�ée pour les groupes de Lie connexes réductifs
linéaires par A. Wassermann [42]. La méthode repose sur la connaissance explicite du dual
tempéré de ces groupes qui permet de décrire la structure de C∗r (G) et de calculer sa K�
théorie. La conclusion résulte d'une identi�cation des deux membres. Remarquons que dans
ce cas, G possède un sous�groupe compact maximal K, unique à conjugaison près, et que
G/K est un classi�ant des actions propres de G. Supposons pour simpli�er que l'action de
K sur l'espace tangent à l'origine de G/K se relève en un morphisme K → Spin(d), d =
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dimG/K. Alors KG
∗ (EG) = R(K) est l'anneau des représentations de K (considéré comme

Z-module). Du côté analytique, la K�théorie de C∗r (G) est décrite en terme de représentations
irréductibles de G. Par exemple, supposons que G possède des séries discrètes (les séries
discrètes sont les représentations dont les coe�cients sont de carré intégrable). A chaque série
discrète est associé un projecteur de C∗r (G), qui fournit une copie de Z dans K0(C∗r (G)).
Atiyah et Schmid [1] ont réalisé les séries discrètes sur des noyaux d'opérateurs de Dirac à
coe�cients dans des représentations irréductibles de K. Si π est une série discrète, il existe
une unique représentation irréductible V de K, telle que π soit unitairement équivalente à
la représentation de G sur le noyau d'un opérateur de Dirac DV associé à V . L'application
d'assemblage µr : R(K) → K0(C∗r (G)) associe à V un élément IndaDV ∈ K0(C∗r (G)) qui
coïncide avec le générateur associé à π. Si G n'est pas compact, on n'obtient pas ainsi un
système complet de générateurs de K0(C∗r (G)). La conjecture peut donc être vue comme une
généralisation des travaux de Atiyah�Schmid, notamment lorsque le groupe G ne possède pas
de série discrète. V. La�orgue [31] a donné une nouvelle démonstration de la conjecture pour
ces groupes en utilisant des méthodes qui ne font appel à aucun résultat de classi�cation du
dual tempéré, mais à une généralistation des techniques de Kasparov. Chabert, Echterho�
et Nest ont généralisé le résultat de La�orgue à tous les groupes pour lesquels le groupe des
composantes connexes est compact.

Notons C∗(G) la C∗�algèbre enveloppante de L1(G). Par universalité, la représentation
régulière se factorise en un morphisme λ : C∗(G) → C∗r (G). Il est également possible de
construire un morphisme d'assemblage µ : KG

∗ (EG) → K∗(C∗(G)), tel que si λ∗ est l'ap-
plication induite en K�théorie par λ, alors le diagramme suivant est commutatif.

K∗(C∗G)
µ↗ ↓ λ∗

KG
∗ (EG) −→

µr

K∗(C∗rG)

En particulier, lorsque la conjecture de Baum�Connes est vraie pour un groupe G donné, µ
est injective, λ∗ est surjective, et

K∗(C∗(G)) = Imµ⊕Kerλ∗ . (1)

Les groupes (localement compacts) moyennables sont ceux pour lesquels λ est un isomor-
phisme. Par contre, il existe des groupes pour lesquels λ n'est pas un isomorphisme, alors que
λ∗ l'est [?]. Cette classe contient les groupes libres et le groupe SL2(Qp) [24], par exemple.
Les groupes de Lie simples connexes qui sont dans cette classe sont les groupes SOe(n, 1) [?]
et SU(n, 1) [23]. Néanmoins, il existe des groupes pour lesquels λ∗ n'est pas un isomorphisme.
C'est par exemple le cas des groupes non�compacts qui possèdent la propriété (T) de Kahzdan.
En e�et, cette propriété signi�e qu'il existe une décomposition de la forme C∗(G) = C ⊕ A,
avec C ⊂ Kerλ. Ceci implique que le projecteur (1, 0) dans cette décomposition est dans le
noyau de λ∗, et par conséquent λ∗ n'est pas un isomorphisme. La di�culté liée à la propriété
(T) réside donc dans le fait qu'il faut montrer que µr est un isomorphisme alors que µ ne
l'est pas. Exceptés les groupes mentionnés dans les deux familles ci�dessus, les groupes de Lie
simples connexes possèdent la propriété (T). La question est ainsi posée du calcul de leur K�
théorie et du calcul de Kerλ∗. F.Pierrot [33], [34] a réalisé ce travail pour les groupes SLn(C),
n = 3, 4, 5, en se basant sur l'induction parabolique.
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Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la K�théorie de la C∗�algèbre maximale
des groupes G = Sp(n, 1), n ≥ 2. Comme il n'y a pas d'analogue à la conjecture de Baum�
Connes permettant de prévoir la K�théorie de la C∗�algèbre maximale, on est amené à la
calculer au moyen d'une description du dual unitaire de Sp(n, 1). Celui�ci est connu, d'après
les travaux de M.W Baldoni Silva [4]. Ces résultats nous permettent de décrire la K�théorie
de C∗(G) et le sous�groupe Kerλ∗ en termes des représentations unitaires de G. Nous e�ec-
tuons également un calcul explicite de l'image de l'application µ. En�n, nous rappelons une
construction géométrique de certaines représentations unitaires de G qui apparaissent impor-
tantes pour la K�théorie. Toutefois, nous ne sommes pas parvenus à caractériser les éléments
de K�théorie qui leurs sont associés. Dans l'appendice, nous nous sommes intéressés à la struc-
ture des idéaux de C∗(G). Les résultats obtenus peuvent permettre de retrouver la K�théorie
de C∗(G), mais n'y sont pas nécessaires. L'étude de la topologie du spectre de C∗(G) qu'il
faut réaliser pour étudier sa structure fait néanmoins apparaître des phénomènes étonnants
qui ne sont pas � détectés � par la K�théorie.

Dans le premier chapitre, nous commençons par rappeler les résultats de K�théorie qui
nous serons utiles, notamment la K�théorie bivariante de Kasparov. Nous faisons le lien entre
laK�homologie équivariante et les opérateurs di�érentiels elliptiques équivariants et leurs sym-
boles. Nous rappelons aussi que ces opérateurs possèdent un indice dans K∗(C∗(G)) lorsque
l'action isométrique du groupe sur la variété de base est propre et à quotient compact. En-
suite nous rappelons la dé�nition de l'application d'assemblage dans le cas des groupes de Lie
réductifs connexes. Soit G un tel groupe et K un sous�groupe compact maximal. Alors G/K
est un classi�ant des actions propres de G. Supposons que le morphisme de K sur SO(d),
d = dimG/K, donné par l'action adjointe de K sur la �bre à l'origine du �bré tangent à
G/K, se relève en un morphisme de K sur Spin(d). Dans ce cas, on dit que G/K possède
une structure spin G�invariante et la K�homologie G�équivariante de G/K n'est autre que
l'anneau R(K) des représentations de K, considéré comme Z�module. Soit S la représentation
spinorielle de Spin(d). Considérons alors l'opérateur de Dirac DV à coe�cients dans le �bré au
dessus de G/K associé à la représentation S⊗V de K, où V est une représentation auxiliaire
de K. Comme cet opérateur di�érientiel est G�équivariant elliptique d'ordre 1, il possède un
indice IndaDV ∈ K∗(C∗(G)). Alors l'application d'assemblage µ est l'unique morphisme qui
à V associe IndaDV . Comme nous l'avons rappelé, la conjecture de Baum�Connes pour ces
groupes est vraie. Donc,

1. dans le diagramme commutatif suivant

Kd(C∗G)
µ↗ ↓ λ∗

R(K) −→
µr

Kd(C∗rG) ,

le morphisme µr est un isomorphisme,

2. Kd+1(C∗r (G)) = 0.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons aux groupes G = Sp(n, 1), n ≥ 2.
M.W. Baldoni Silva a donné une classi�cation du dual unitaire de G en terme d'induction
parabolique. Soit P = MAN un sous�groupe parabolique minimal de G. Alors A ' R. Pour
ξ ∈ M̂ , ν ∈ a∗C, notons πξ,ν les repésentations induites IndG

PRest
P
Lξ⊗eν , normalisées pour être
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unitaires lorsque ν est imaginaire. A équivalence près, les représentations unitaires irréductibles
de G sont :

� les séries discrètes,
� les limites (non�dégénérées) de séries discrètes ; lorsque πξ,0 est réductible, cette repré-
sentation est somme de deux représentations unitaires irréductibles qui sont des limites
de séries discrètes,

� les séries principales, c'est�à�dire les représentations πξ,ν , ν imaginaire et Im ν > 0 ou
ν = 0 si πξ,0 n'est pas irréductible,

� les séries complémentaires ; lorsque πξ,0 est irréductible il existe ν(ξ) > 0, tel que πξ,ν

soit unitarisable pour tout 0 < ν < ν(ξ),
� les bouts de séries complémentaires ; lorsque πξ,0 est irréductible, la représentation πξ,ν(ξ)

possède un unique quotient irréductible, et celui�ci est unitarisable,
� les � séries isolées � ; lorsque πξ,0 est irréductible, πξ,ν(ξ)+1 possède un unique quotient
irréductible qui, sous certaines conditions sur ξ, est unitarisable. Ce cas se produit pour
un nombre in�ni de représentations irréductibles de M , lorsque n > 2, et uniquement
pour la représentation triviale pour n = 2. La représentation triviale de G apparaît sous
cette forme lorsque ξ = 1M est la représentation triviale de M .

Rappelons que de façon générale, pour une représentation irréductible unitaire d'un groupe de
Lie semi�simple connexe linéaire, son prolongement à C∗(G) est à valeurs dans les opérateurs
compacts. Notons evπ le morphisme C∗(G) → K(Hπ) associé. Nous pouvons maintenant
énoncer le premier résultat important de cette partie.

Théorème 0.1. Le morphisme p = λ⊕(⊕evπ), où π parcourt l'ensemble des � séries isolées �,

C∗(G)
p−→C∗r (G)⊕ (⊕K(Hπ)) ,

induit un isomorphisme en K�théorie.

Corollaire 0.2. Le noyau de λ∗ : K0(C∗(G)) → K0(C∗r (G)) est un Z�module libre avec un
ensemble de générateurs en correspondance bijective avec l'ensemble des � séries isolées �. En
outre, K1(C∗(G)) = 0.

Pour montrer ce résultat, nous avons d'abord besoin d'étudier la topologie de Fell�Jacobson
sur le dual unitaire de G. En nous basant sur des résultats de Fell, nous montrons que l'en-
semble des � séries isolées �, muni de la topologie induite, est discret dans le dual de G, et
que pour ξ ∈ M̂ donné, l'ensemble

{πξ,ν ; où πξ,ν est une série principale ou une série complémentaire}

a pour frontière l'ensemble des sous�quotients de πξ,ν(ξ) (avec la convention ν(ξ) = 0 si πξ,0

est réductible). Nous montrons alors le théorème 0.1 en utilisant une �ltration du dual qui
repose sur le résultat de théorie semi�simple suivant : si π est l'unique quotient de πξ′,ν′ et
est un sous�quotient de πξ,ν(ξ), alors ν

′ < ν(ξ). Ceci permet de se ramener au calcul de la
K�théorie de C∗�algèbres liminaires dont le spectre est (homéomorphe à) une demi�droite et
dont la structure est donc facile à déterminer.

Le troisième chapitre est consacré au calcul de l'image de µ. Nous avons d'une part, d'après
la validité de la conjecture de Baum�Connes dans ce cas, une décomposition

K0(C∗(G)) = Imµ⊕Kerλ∗ , (2)
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et d'autre part le théorème 0.1, donne un isomorphisme

K0(C∗(G))
p∗'K0(C∗r (G))⊕Kerλ∗ . (3)

Nous obtenons ainsi un homomorphisme

K0(C∗r (G))
(⊕Ievπ∗)◦µ◦µ−1

r−−−−−−−−−−→ ⊕π∈IZ .

Dans ce chapitre, nous explicitons le graphe de cette application, celle�ci étant non�nulle. En
e�et, soient 1G la représentation triviale de G et V une composante irréductible de S sous
l'action de K. Alors ev1G∗(IndaDV ) = ±1. Ceci montre que

p∗(Imµ) 6⊂ K0(C∗r (G)) .

Plus généralement, pour V ∈ K̂ �xé, les � séries isolées � π telles que evπ ∗(IndaDV ) 6= 0,
ont toutes le même caractère in�nitésimal, d'après le lemme de Parthasarathy. Soit tC =
{X = diag(x1, . . . , xn+1,−x1, . . . ,−xn+1)} ⊂ sl(2n+ 2,C). Alors tC est isomorphe à l'algèbre
de Lie complexi�ée d'un tore maximal de K. Pour i = 1, . . . , n + 1, soit εi la forme linéaire
sur tC dé�nie pour X = diag(x1, . . . , xn+1,−x1, . . . ,−xn+1) par εi(X) = xi. Les plus hauts
poids des représentations irréductibles de K sont les µ =

∑n+1
i=1 µiεi, avec µi ∈ N, µ1 ≥

· · · ≥ µn ≥ 0 et µn+1 ≥ 0. Les K�types minimaux des � séries isolées � sont de la forme∑k
i=1 µiεi, 0 ≤ k ≤ n − 2 (µk 6= 0). Si χ est un caractère in�nitésimal intégral donné, et k

comme ci�dessus, il existe au plus une � série isolée � Ik(χ) dont l'unique K�type minimal
est de cette forme. De même si χ est régulier, 0 ≤ l ≤ n, il existe une unique série discrète
πl(χ) de caractère in�nitésimal χ dont le paramètre de Harish�Chandra λ(l) =

∑
λiεi véri�e

λ1 > · · · > λl > λn+1 > λl+1 > · · · > λn > 0. Soit ρc la demi�somme des racines positives
compactes et µ(l) = λ(l) − ρc. Rappelons que µ(l) est l'image réciproque par l'application
d'assemblage µr du générateur de K0(C∗r (G)) associé à πl(χ). Le résultat est alors le suivant.
Soient χ un caractère in�nitésimal régulier, et k ∈ [0, n− 2] tels qu'il existe une � série isolée
� Ik(χ). Alors

evIk(χ)∗(IndaDµ(l)) =
{
±1 si k ≤ l
0 sinon .

L'ambiguité sur le signe est levée par le choix entre S+ et S− dans la décomposition S =
S+ ⊕ S− sous l'action de Spin(4n). Nous donnons un résultat analogue dans le cas où le
caractère in�nitésimal est singulier. Ce résultat apparaît sous une autre forme dans [5].

Par analogie avec les résultats de Atiyah-Schmid sur les séries discrètes que nous avons
rappelés précédemment, il apparaît intéressant d'obtenir une réalisation géométrique des � sé-
ries isolées � . Une telle réalisation est connue dans la littérature sous le nom d'induction
cohomologique. Nous la rappelons dans le quatrième chapitre.

Soit GC un groupe de Lie complexe connexe et G une forme réelle. Soit Q un sous�groupe
parabolique de GC. Nous appelons variété de drapeaux pour G une orbite D sous l'action de
G dans GC/Q, qui est ouverte et admet une mesure G�invariante. Alors Q ∩ G = L est un
sous�groupe réductif de G et D = G/L. En particulier, D est une variété complexe et l'action
de G sur le complexe de Dolbeault (à coe�cients dans une représentation de dimension �nie
V de L) est équivariante et continue pour la topologie C∞. Il existe alors deux constructions,
l'une géométrique, l'autre algébrique. La première consiste à considérer l'action de G sur les
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espaces de cohomologie C∞ du complexe de Dolbeault H i(G/L,V) à valeurs dans V .
H�W. Wong [44] a montré que ces espaces, munis de la topologie quotient, étaient des espaces
de Fréchet et que l'action de G sur ces espaces était continue. La seconde construction, qui
est historiquement la plus ancienne, consiste à construire le (gC,K)�module sous�jacent à la
représentation obtenue dans la première construction, en remplaçant les sections du complexe
de Dolbeault par des séries formelles à l'origine. C'est l'induction cohomologique. De nombreux
résultats sont connus dans le cadre de l'induction cohomologique. Par exemple, Baldoni�Silva
et Barbasch [5] ont donné une classi�cation du dual unitaire en ces termes pour les groupes
de Lie simples connexes de rang réel 1. Comme d'autre part Wong a montré que les (gC,K)�
modules sous�jacents aux représentations de G sur les espaces de cohomologie du complexe de
Dolbeault étaient bien équivalents à ceux obtenus par induction cohomologique, nous pouvons
reformuler le résultat de Baldoni et Barbasch de la façon suivante.

Théorème 0.3. Soit π une � série isolée � , π = Ik(χ). Alors π est in�nitésimalement
équivalente à Hs(G/L,Lλ), où L = Tk × Sp(n − k, 1), λ est une représentation unitaire de
dimension 1 de L qui est déterminée par le K�type minimal de π et s = dimCK/L ∩K. Les
espaces de cohomologie sont nuls dans les autres degrés.

Cependant, les espaces Hs(G/L,Lλ) sont trop grands pour porter une structure d'espace
hilbertien. Nous rappelons les résultats connus qui permettent dans certains cas de réaliser
le programme consistant à trouver un sous�espace ayant une telle structure, et pour laquelle
G agit par des opérateurs unitaires. La di�culté est que lorsque L n'est pas compact, la
variété de drapeaux G/L ne possède pas de forme hermitienne G�invariante positive, mais
une forme positive qui n'est pas G�invariante et une forme invariante non�dégénérée qui n'est
pas positive.

Nous aimerions réaliser géométriquement les éléments de K0(C∗(G)) associés aux � séries
isolées �, de façon analogue au cas des séries discrètes. La di�culté est que l'action de G sur
la variété G/L n'est pas propre car L n'est pas compact. Il n'est donc pas possible de dé�nir
l'indice de l'opérateur de Dolbeault sur G/L en utilisant les méthodes de Kasparov. Nous ne
sommes pas parvenus à dé�nir cet indice, c'est�à�dire à établir un lien précis entre l'induction
cohomologique et la K�théorie.

Revenons sur la démonstration de Wong qui fait le lien entre la cohomologie de Dolbeault
et l'induction cohomologique. Wong utilise les deux �brations

G/L ∩K
↙

G/L
↘
G/K

et commence par montrer que le complexe de Dolbeault sur G/L a même cohomologie C∞

que le complexe sur G/L ∩ K pour lequel l'opérateur est celui de De Rham le long des
�bres et l'opérateur de Dolbeault transversalement (pour la �bration de base G/L). Soient
G = Sp(n, 1), π une � série isolée �. Reprenons les notations du théorème 0.3. Comme G/L∩K
est bien propre sous l'action de G, il est possible de calculer l'indice dans K0(C∗(G)) de
l'opérateur dé�ni par Wong. Notons dλ

Wong cet opérateur. Bien sûr, l'indice de cet opérateur
est contenu dans l'image de l'application de Baum�Connes µ. Le calcul de cet indice est l'objet
de la dernière section de ce chapitre. Nous montrons en particulier que

evπ∗(Inda d
λ
Wong) 6= 0 ,

xii



mais qu'il existe en général d'autres séries isolées qui véri�ent pour λ �xé, cette propriété. Il
nous semble que ce résultat est un premier pas vers la dé�nition d'un indice en K�théorie
pour ces opérateurs.

L'appendice est consacré à l'étude de la structure de la C∗�algèbre maximale de G =
Sp(n, 1). Les résultats de C. Delaroche sur les extentions permettent de ramener cette étude à
celle de la topologie de Fell sur le spectre de C∗(G). Les résultats sur cette topologie obtenus
dans la première partie et grâce auxquels nous trouvons la K�théorie de C∗(G) ne sont pas
assez précis, et nous devons décrire explicitement la topologie en identi�ant les sous�quotients
de πξ,ν(ξ). Il apparaît en particulier que certaines � séries isolées � ne sont pas des points ou-
verts, ce que pourrait suggérer la terminologie. Nous l'avons malgré tout conservée en ajoutant
des guillemets dans l'ensemble du texte.

xiii





Chapitre 1

K�théorie bivariante et induction de

Dirac

1.1 C∗�modules et K�théorie de Kasparov

Soit A une C∗�algèbre.

Dé�nition 1.1. Un C∗�module E sur A est la donnée d'un A�module à droite avec un produit
scalaire à valeurs dans A

〈 ; 〉A : E × E → A

A-linéaire à droite, et qui, pour tout x, y ∈ E satisfait à

〈x; y〉A = 〈y;x〉∗A ,
〈x;x〉A ≥ 0 avec égalité si et seulement si x = 0 ;

de plus E doit être complet pour la norme

‖x‖E = ‖〈x;x〉A‖1/2 .

Si A est séparable, on supposera aussi que E est séparable.

Lorsque A = C, nous retrouvons la dé�nition d'un espace de Hilbert. Plus généralement, si
A = C0(X) est une C∗�algèbre commutative, un C∗�module sur A est la donnée d'un champ
continu d'espace de Hilbert sur X, au sens de [19].

Dé�nition 1.2. Soient E1 et E2 des C∗�modules sur A. Un morphisme T : E1 → E2 est une
application linéaire continue telle qu'il existe T ∗ : E2 → E1 véri�ant

(∀ξ ∈ E1, η ∈ E2) 〈Tξ; η〉 = 〈ξ;T ∗η〉 .

On véri�e alors que (Tξa) = (Tξ)a, que T ∗ est unique et est un morphisme de E2 dans E1

tel que (T ∗)∗ = T . On démontre également que l'ensemble LA(E) des endomorphismes d'un
C∗�module E sur A est une C∗�algèbre. Il n'est pas vrai en général qu'un sous�A�module
hilbertien fermé admette un supplémentaire orthogonal. Notons cependant

Théorème 1.3. Soit T : E1 → E2 un morphisme surjectif. Alors TT ∗ est inversible dans
LA(E). En particulier, on a

E1 = KerT ⊕
⊥

ImT ∗ .

1
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Un morphisme T : E1 → E2 est dit de rang �ni lorsqu'il existe des morphismes S : E1 → An

et R : An → E2 tels que T = R ◦ S. Les endomorphismes de rang �ni de LA(E) forment un
idéal bilatère autoadjoint. L'adhérence KA(E) de cet idéal est appelé idéal des morphismes
compacts. Si A = C on retrouve les opérateurs compacts dans un espace de Hilbert.

Les modules projectifs de type �ni sur une C∗�algèbre A avec élément unité sont exacte-
ment les C∗�modules E sur A tels que 1E ∈ KA(E). Mais en général,

Théorème 1.4. (de stabilisation)[26] Soit A une C∗�algèbre séparable. Soit E un C∗�module
sur A. Soit HA = {(ξn) ∈ AN,

∑
ξ∗nξn converge en norme dansA}. Alors

E ⊕HA ' HA .

Le C∗�module HA est un cas particulier de produit tensoriel de C∗�modules dont nous
rappelons maintenant la dé�nition et quelques propriétés. Soient A et B deux C∗�algèbres et
E1 (resp. E2) un C∗�module sur A (resp. B). Soit π : A → LB(E2). Le produit tensoriel des
espaces vectoriels E1 et E2, quotienté par la relation d'équivalence

xa⊗ b = x⊗ π(a)b

est muni d'une structure de B-espace préhilbertien en posant

〈x1 ⊗ y1;x2 ⊗ y2〉 = 〈y1;π(〈x1;x2〉)y2〉 .

En séparant et complétant on obtient un C∗�module sur B, noté E1 ⊗π E2 ou E1 ⊗A E2.

Lemme 1.5. Supposons que A est séparable et soit π : A→ B un morphisme surjectif. Alors
on a un isomorphisme de B�module hilbertien A⊗π B ' B.

Démonstration. Soit (uλ) une unité approchée (dénombrable) de A. La suite π(uλ) est une
unité approchée de B car si a = π(b), on a ‖π(uλ)b− b‖ ≤ ‖uλa− a‖. On a alors

‖uλ ⊗ b− uλ′ ⊗ b‖2 = ‖〈uλ ⊗ b− uλ′ ⊗ b;uλ ⊗ b− uλ′ ⊗ b〉‖
= ‖〈b;π(uλ − u′λ)∗π(uλ − u′λ)b〉‖
= ‖π(uλ)b− π(uλ′)b‖2 .

Donc la suite (uλ ⊗ b) est une suite de Cauchy. Les morphismes involutifs dé�nis pour a ∈ A
et b ∈ B par a⊗ b 7→ π(a)b et b 7→ limuλ ⊗ b sont alors inverses l'un de l'autre.

Toutes les C∗�algèbres considérées dans ce paragraphe sont supposées séparables.
Soit G un groupe localement compact. Une G−C∗�algèbre est la donnée d'une C∗�algèbre

A et d'un morphisme de groupes G→ Aut(A) tel que pour tout a ∈ A, l'application g 7→ g.a
soit continue en norme.

Dé�nition 1.6. Soient A,B des G−C∗�algèbres. Un (A,B)�bimodule de Kasparov G�équi-
variant sur un C∗�module E sur B gradué, est un triplet (U, π,F) (ou un couple (E , F ))
où U est une représentation unitaire de G sur E au sens où l'action de G est continue et
〈U(g)ξ;U(g)η〉B = g.〈ξ; η〉B, π : A→ LB(E) un morphisme involutif tel que U(g)π(a)U(g−1) =
π(g.a) pour tout g ∈ G et a ∈ A, et F ∈ LB(E) autoadjoint de degré 1. On demande également
que pour tout a ∈ A et g ∈ G, les morphismes

[a, F ] , a(F 2 − 1) , a(U(g)FU(g)−1 − F )

soient compacts.
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Soit B[0, 1] = B ⊗ C([0, 1]). Un (A,B[0, 1])�bimodule de Kasparov (E , F ) peut être vu
comme un champ continu (Et, Ft)t∈[0,1] de (A,B)�bimodules de Kasparov. Un tel bimodule
est appelé une homotopie entre (E0, F0) et (E1, F1). Pour t ∈ [0, 1], le bimodule (Et, Ft) est
obtenu à partir de (E , F ) en composant avec le morphisme d'évaluation et : B[0, 1] → B.

Proposition 1.7. L'ensemble KKG(A,B) des classes d'homotopie de (A,B)�bimodules de
Kasparov G�équivariant muni de l'opération de somme directe est un groupe abélien.

Lorsque la situation n'est pas graduée, nous obtenons de la même façon un groupe noté
KKG

1 (A,B). On écrira KK0 = KK, KK∗ = KK0 ⊕KK1

Ce foncteur est contravariant en la première variable de façon évidente. Il est covariant en la
seconde de la façon suivante. Si (E1, F1) est un (A,B1)�bimodule de Kasparov, et π : B1 → B2

un morphisme involutif, on associe à (E1, F1) un (A,B2)�bimodule de Kasparov π∗(E1, F1) en
posant

π∗(E1, F1) = (E1 ⊗B1 B2, F1 ⊗ 1) .

Lorsque G = {e}, on notera plus simplement ce groupe KK(A,B).

Proposition 1.8. Soit B une C∗�algèbre, Ki(B) , (i = 0, 1) les groupes de K�théorie de B.
Alors, on a un isomorphisme canonique

KKi(C, B) ' Ki(B) .

Démonstration. Nous donnons seulement une idée de la démonstration lorsque i = 0. Si
x = [e1] − [e2] ∈ K0(B), alors on peut considérer l'endomorphisme e1 ⊕ e2. Posons F = 0.
Pour λ ∈ C, posons

π(λ) =
(
λ(e1 + 0) 0

0 λ(e2 + 0)

)
.

Les opérateurs π(λ)(F2 − 1) sont compacts car π(λ)(F2 − 1) = −π(λ). Ainsi on dé�nit bien
une application K0(B) dans KK(C, B) en associant (E , F ) à x.

En particulier,

Lemme 1.9. Soit (E , F ) un (C, A)�bimodule de Kasparov, [F ] ∈ KK(C, A) sa classe et
π : A→ B. La classe de [F ⊗π 1] est π∗[F ].

Si π : A→ B est un morphisme involutif G�équivariant, il dé�nit, en considérant B comme
C∗�module sur elle�même (où 〈b1; b2〉 = b∗1b2), un bimodule de Kasparov (pair) avec l'action
évidente de G et de A. Soit [π] ∈ KKG

0 (A,B) sa classe.

Théorème 1.10. (Kasparov, [26][28]).
Soient A,B et C des G− C∗�algèbres. Il existe un produit biadditif

KKG
i (A,B) ×KKG

j (B,C) −→ KKG
i+j(A,C)

(x , y) 7−→ x⊗B y ,

le produit de Kasparov, associatif et fonctoriel dans tous les sens possibles. En particulier,
� si α : A→ B est un morphisme involutif G�équivariant et y ∈ KKG

j (B,C), alors

[α]⊗B y = α∗(y) ∈ KKG
j (A,C) ,
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� si β : B → C est un morphisme involutif G�équivariant et x ∈ KKG
i (A,B), alors

x⊗B [β] = β∗(x) ∈ KKG
i (A,C) .

De plus, pour toute G− C∗�algèbre D, il existe un morphisme d'extension des scalaires

τD : KKG
i (A,B) −→ KKG

i (A⊗D,B ⊗D) ,

et un homomorphisme de descente

jG : KKG
i (A,B) −→ KKi(C∗(G,A), C∗(G,B)) ,

tous deux fonctoriels dans tous les sens possibles. Si x ∈ KKG
i (A,B) et y ∈ KKG

0 (C,C), alors

τA(y)⊗A x = x⊗B τB(y) .

Soit H un sous�groupe fermé de G. Par restriction de l'action de G à H, tout élément
x ∈ KKG(A,B) détermine un élément restHG x ∈ KKH(A,B).

Dé�nissons maintenant l'induction de H à G. Soient A,B des H�algèbres. Soit C0(G,A)H

l'algèbre des fonctions f : G→ A véri�ant

f(gh) = h−1.f(g) , lim
gH→∞

‖f(g)‖ = 0 .

Admettons le lemme suivant.

Lemme 1.11. Il existe une fonction δ : G→ R+ continue telle que
�
∫
H δ(gh)dh = 1 , ∀g ∈ G ,

� pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de 1 dans G tel que pour tout g0 ∈ U et tout
g ∈ G, ∫

H
|δ(g0gh)− δ(gh)|dh < ε .

Le morphisme d'induction

indG
H : KKH(A,B) → KKG(C0(G,A)H , C0(G,B)H)

est alors dé�ni comme suit. Soient (E , φ, T ) un bimodule de Kasparov H�équivariant et x ∈
KKH(A,B) sa classe. Alors φ : A→ LB(E) détermine un élément

ψ : C0(G,A)H → LC0(G,B)H (C0(G, E)H) .

Pour g ∈ G, posons
S(g) =

∫
H
δ(gh)h.Tdh .

Alors S : G→ LB(E) détermine un élément de LC0(G,B)H (C0(G, E)H) et le triplet (C0(G, E)H ,

ψ, S) est un (C0(G,A)H , C0(G,B)H)�bimodule de Kasparov. La classe de cet élément ne
dépend pas de δ et est notée indG

H x.

Théorème 1.12. (Kasparov,[28])
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� Si x, y sont des éléments de KKH(A,D) et KKH(D,B) respectivement, alors

indG
H (x⊗ y) = indG

H x⊗ indG
H y .

� Si x ∈ KKG(A,B),
indG

H restH
G x = τC0(G/H)(x) .

� Soient H1 ⊂ H0 des sous�groupes fermés de G. Alors, les C∗-algèbres C0(G,A)H1 et

C0

(
G,C0(H0, A)H1

)H0 sont canoniquement isomorphes et

indG
H0

indH0
H1
x = indG

H1
x .

� indG
H 1A = 1C0(G,A)H (1A ∈ KKH(A,A)).

Beaucoup d'éléments importants en K�théorie proviennent d'opérateurs di�érentiels
elliptiques. Rappelons maintenant comment on peut obtenir de tels éléments.

Théorème 1.13. [2] Soient A et B des C∗�algèbres. On appelle (A,B)�bimodule de Kasparov
non�borné la donnée d'un couple (E , D) où E est un (A,B)�bimodule et D un opérateur régulier
dans E de degré 1 véri�ant D = D∗, pour tout a ∈ A, a(1 +D2)−1 ∈ K(E), et l'ensemble des
a ∈ A tels que [D, a] soit dé�ni sur DomD et se prolonge en un élément de L(E), est dense
dans A. Posons F = D(1 + D2)−1/2. Alors F ∈ L(E), et (E , F ) est un (A,B)�bimodule de
Kasparov. De plus tous les éléments de KK(A,B) sont obtenus de cette façon.

Nous utiliserons essentiellement deux cas particuliers de ce résultat, dus à Kasparov [27].
Soit G un groupe localement compact unimodulaire, agissant de manière di�érentiable,

propre, par isométrie sur une variété riemanniene complète connexe M , et tel que G\M soit
compact. En particulier le groupe d'isotropie de tout point de M est compact. Soit E un �bré
vectoriel (gradué) sur M muni d'une structure hermitienne G�invariante, et D un opérateur
di�érentiel elliptique d'ordre 1 G�équivariant sur E. Notons σ(D) le symbole de D. Alors,

� Le couple (L2(M,E), D) dé�nit un élément de Kasparov non�borné équivariant avec
A = C0(M) et B = C. On note [D] sa classe dans KKG(C0(M),C).

� Soit π : T ∗M → M la projection canonique. Le couple (C0(π∗E), σ(D)) dé�nit un élé-
ment de Kasparov non�borné pour A = C0(M) et B = C0(T ∗M), dont la classe dans
KKG(C0(M), C0(T ∗M)) est noté [σ(D)].

Soit x l'élément de KKG
0 (C0(T ∗M),C) dé�ni comme suit. La variété T ∗M possède une

structure presque complexe naturelle. Notons ∂ l'opérateur de Dolbeault associé. Soit ∂
∗
l'ad-

joint formel de ∂. Alors x désigne la classe de l'opérateur di�érentiel ∂ + ∂
∗
sur T ∗M .

Proposition 1.14. [27] [D] = [σ(D)]⊗C0(T ∗M) x

La deuxième application est la dé�nition de l'indice analytique et de l'indice topologique
de D comme élément de K∗(C∗(G)).

Proposition 1.15. L'espace Ec des sections lisses à support compact de E est muni d'une
structure de C∞c (G)-module préhilbertien en posant :

∀ξ ∈ Ec , f ∈ C∞c (G) ξ.f(x) =
∫
G g.ξ(x)f(g−1)dg

∀ξ, η ∈ Ec 〈ξ; η〉(g) =
∫
G/K〈ξ(x); g.η(x)〉dx
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Remarquons que, comme l'action de G sur M est propre, la deuxième intégrale converge
et dé�nit une fonction à support compact sur G. Soit E la complétion de Ec pour la norme
‖ξ‖ = ‖〈ξ, ξ〉‖1/2

C∗(G). Alors E est un C∗(G)�module hilbertien. Le couple (E , D) dé�nit un
élément de Kasparov non�borné pour A = C et B = C∗(G). Sa classe dans K∗(C∗(G)) est
notée IndaD et est appelée indice analytique de D.

Proposition 1.16. Supposons que la graduation sur E = E+ ⊕ E− est non�triviale. Alors

D =
(

0 D−

D+ 0

)
et IndaD ∈ K0(C∗(G)). Supposons de plus qu'il existe ε > 0 tel que

∀ξ ∈ DomD , 〈D−D+ξ;D−D+ξ〉 ≥ ε〈D+ξ;D+ξ〉 ,

alors il existe des projecteurs p+ (resp. p−) dans E+ (resp. E−) tels que

IndaD = [p+]− [p−] .

On a F =
(

0 F−

F+ 0

)
avec F+ = (1 +D+D−)−1/2D+ et (F−)∗ = F+. D'après le théorème

de stabilisation de Kasparov on peut supposer que E+ = E− = L(HB). On peut donc voir
F+ modK(HB) comme un unitaire ν de L(HB)/K(HB). D'où IndaD = ∂[ν], où ∂ est le
morphisme de connexion de K1(L(HB)/K(HB)) dans K0(K(HB)). D'autre part l'inégalité
dans la proposition implique que F+ est à image fermée, et on peut donc dé�nir les projecteurs
sur (ImD−)⊥ et (ImD+)⊥ notés p+ et p−. En faisant comme pour le calcul d'un opérateur de
Fredholm dans un espace de Hilbert, on trouve alors le résultat désiré.

Soit c : M → R+ une fonction continue, telle que∫
G
c(g−1x)dg = 1 , (∀x ∈M) .

L'existence d'une telle fonction est immédiate dans ce cas car l'espace G\M est compact et
l'action de G est propre. Alors,

q(g, x) =
√
c(x)c(g−1x) ∈ C∗(G,C0(M))

est un idempotent. Soit [LM ] sa classe dans K0 (C∗(G,C0(M))). Comme l'espace des fonctions
qui véri�ent les mêmes propriétés que c est convexe, cet élément ne dépend pas de la fonction
c choisie. Posons, pour x ∈ KKG

∗ (C0(M),C),

µG
M (x) = [LM ]⊗C∗(G,C0(M)) jG(x) .

Soit N une variété véri�ant les mêmes propriétés que M et f : M → N une application
continue G�équivariante. Alors, par fonctorialité, le diagramme suivant est commutatif.

KKG
∗ (C0(M),C)

f∗−→ KKG
∗ (C0(N),C)

µG
M↘ ↙µG

N

K∗(C∗(G))
(1.1)

Si D est un opérateur di�érentiel, on écrira plutôt IndtD = µG
M ([D]), et cet élément est appelé

l'indice topologique de D.

Théorème 1.17. [27] Soit D un opérateur di�érentiel elliptique d'ordre 1 sur M . Alors, dans
K∗(C∗(G)),

IndaD = IndtD .
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1.2 Induction de Dirac

Soit G un groupe de Lie linéaire semi-simple connexe, g son algèbre de Lie. Un tel groupe
est unimodulaire. On a une décomposition de Cartan g = k ⊕ p où k est l'algèbre de Lie
d'un sous-groupe compact maximal K de g et p est identi�é à l'espace tangent en eK à
G/K. La restriction de la forme de Killing à p en fait un espace eucliden isomorphe à Rd

où d = dim(G/K), et le produit scalaire sur p est K-invariant. On a donc un morphisme
K → SO(p). On supposera dans la suite pour alléger les notations, que ce morphisme se
relève en un morphisme K → Spin(p) (cette hypothèse est véri�ée pour les groupes que nous
considérons ici).

Avant de poursuivre la description de l'induction de Dirac, rappelons un certain nombre
de faits élémentaires concernant le groupe Spin(p). Les a�rmations qui suivent peuvent être
trouvées dans [32]. Considérons p comme espace vectoriel réel de dimension d, muni d'une
forme bilinéaire symétrique 〈 ; 〉 dé�nie positive. L'algèbre de Cli�ord Cliff p de p est alors le
quotient de l'algèbre tensorielle (graduée) T(p) sur p par l'idéal engendré par les éléments de
la forme

〈x;x〉 · 1 + x⊗ x .

L'inculsion de p dans T(p) induit une inclusion p ↪→ Cliff p . Soit (x1, . . . , xd) une base ortho-
normale de p. On a les relations

x2
i = −1 et xjxk + xkxj = 0 , (j 6= k) .

De plus, (
xi1 , . . . xik ; 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ d

)
est une base de Cliff p. Ainsi l'algèbre Cliff p est munie d'une Z/2Z-graduation

Cliff p = Cliff+p⊕ Cliff−p

où Cliff+p (resp. Cliff−p) est engendré par les éléments tels que k est pair (resp. impair) de
la base précédente. Le groupe Spin(p) est alors le groupe des éléments inversibles x ∈ Cliffp

tels que
x ∈ Cliff+p ,
xvx−1 ∈ p pour tout v ∈ p , et
x̄x = 1 ,

où x 7→ x̄ est l'antiautomorphisme de Cliff p (bien) dé�ni par

v1 · · · vk 7→ (−1)kvk · · · v1 ,

pour tout v1, . . . , vk dans p. L'action de Spin(p) sur p dé�nie par

(x, v) 7→ xvx−1

préserve donc l'orientation, et dé�nit le revêtement double

Spin(p) → SO(p) .

Lorsque d est pair, l'algèbre de Cli�ord complexi�ée CliffCp est simple et est donc iso-
morphe à l'algèbre des endomorphismes d'un espace vectoriel complexe S,

γ : CliffCp
∼−→End(S) ,
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et la représentation de CliffCp ainsi obtenue est à équivalence près l'unique représentation
irréductible de CliffCp. Lorsque d est impair, l'algèbre CliffCp possède deux classes de repré-
sentations irréductibles non-équivalentes. Soit S une telle représentation.

Revenons à d quelconque. L'application γ|p : p → End(S) est R�linéaire et pour toutX ∈ p,
γ(X)2 = −|X|2I. La restriction de cette représentation à Spin(p) ne dépend pas du choix de
S et s'appelle la représentation spinorielle de Spin(p). Cette représentation est somme de deux
représentations irréductibles S = S+ ⊕ S− lorsque d est pair, irréductible sinon.

Soit (η, V ) une représentation unitaire de K de dimension �nie. L'espace S ⊗ V est alors
muni d'un produit hermitien K�invariant. Soit EV = G×K (S ⊗ V ) le �bré hermitien associé
sur G/K. La métrique hermitienne est G�invariante.

Proposition 1.18. On a un isomorphisme de C∞c (G)�module préhilbertien

Ec
V ' (S ⊗ V ⊗ C∞c (G))K . (1.2)

Démonstration. Soit Ec
V l'espace des sections lisses à support compact de EV . Si u⊗ v ⊗ f ∈

(S ⊗ V ⊗ C∞c (G))K on lui associe la section ξ telle que ξ(gK) =
(
g, f(g)(u ⊗ v)

)
∈ EV .

Cette section est bien dé�nie car ξ(gK) ne dépend pas du choix de g. Il est classique que c'est
un isomorphisme d'espaces vectoriels. La structure de module préhilbertien sur l'algèbre de
convolution C∞c (G) est dé�nie pour v, v1, v2 ∈ S ⊗ V et f1, f2 ∈ C∞c (G) par

〈v1 ⊗ f1; v2 ⊗ f2〉 = 〈v1; v2〉f∗1 f2

(v ⊗ f1).f2 = v ⊗ f1f2
.

C'est alors un calcul aisé de véri�er que ces structures sont compatibles avec l'isomorphisme
précédent.

Dé�nissons maintenant l'opérateur de Dirac associé à V . C'est l'opérateur elliptique G-
invariant DV (noté aussi Dη) d'ordre 1 sur EV obtenu en composant la connexion de Levi�
Cevita

Oµ : Ec
V → Ec

V⊗p ,

(en identi�ant le �bré cotangent avec le �bré tangent via la métrique riemannienne sur G/K)
et la multiplication de Cli�ord γ, c'est-à-dire

DV : Ec
V

O−→Ec
V⊗p

γ−→Ec
V .

A travers l' isomorphisme 1.2, cet opérateur est dé�ni par la formule suivante

DV (s⊗ v ⊗ f) =
∑

i

γ(xi)s⊗ v ⊗ x̃i(f) .

où (xi) est une base orthonormale de p et x̃i le champ de vecteurs invariants à droite dé�ni
par xi.

D'après le paragraphe précédent, on peut dé�nir l'indice analytique de DV comme élément
de Ki(C∗(G)), avec i = dimG/K (mod 2). Par additivité, nous obtenons ainsi un morphisme
de groupes

µ : R(K) −→ Ki(C∗G)
V 7−→ IndaDV .
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Considérons maintenant le C∗r (G)�module Er
V obtenu en complétant Ec

V pour la norme
de C∗r (G). L'opérateur de Dirac agit encore sur ce C∗�module et son indice peut encore être
dé�ni. Notons µr l'application obtenue comme précédemment à valeur dans Ki(C∗rG).

Soit λ : C∗G → C∗rG la représentation régulière gauche de G et λ∗ le morphisme induit
en K-théorie. D'après les lemmes 1.5 et 1.9, le diagramme suivant est commutatif.

Ki(C∗G)
µ↗ ↓ λ∗

R(K) −→
µr

Ki(C∗rG)

Théorème 1.19. (A. Wassermann 1987 [42], V. La�orgue 2002 [31]) L'induction de Dirac
µr est un isomorphisme. De plus, Ki+1(C∗r (G)) = 0.

Corollaire 1.20. L'application µ est injective, λ∗ est surjective, et

Ki(C∗(G)) = Imµ⊕Ki(Kerλ) ,
Ki+1(C∗(G)) = Ki+1(Kerλ) .

Rappelons maintenant la construction de l'application d'assemblage, telle qu'elle est dé�nie
par Baum, Connes et Higson [11], et faisons le lien avec l'induction de Dirac.

Rappelons tout d'abord la dé�nition d'un espace propre telle qu'elle est donnée pour un
groupe G localement compact Haussdorf dénombrable à l'in�ni, par Baum Connes et Higson
[11].

Dé�nition 1.21. Soit X un espace topologique métrisable, muni d'une action continue de
G telle que G\X soit métrisable. Nous dirons que cette action est propre si pour tout point
x ∈ X, il existe U un voisinage de x stable sous l'action de G, H un sous�groupe compact de
G et ρ : U → G/H continue et G�équivariante.

Un morphisme de G�espaces est une application f : X → Y continue et G�équivariante.
Deux morphismes f0 et f1 sont dits homotopes s'il existe une homotopie ft : X → Y , t ∈ [0, 1]
de f0 à f1 par des morphismes de G�espaces.

Dé�nition 1.22. Un G�espace propre Y est universel, ou un classi�ant des actions propres
de G, si pour tout G�espace propre X il existe un G�morphisme X → Y et si deux tels
G�morphismes sont homotopes.

Il existe toujours un classi�ant des actions propres. Un classi�ant est dé�ni à homotopie
près.

Proposition 1.23. [11, proposition 1.8] Un G�espace propre Y est un classi�ant des actions
propres de G si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées.

1. Pour tout sous�groupe compact H de G, il existe y ∈ Y tel que Hy = y.

2. Les deux projections p0,1 : Y ×Y → Y sur le premier et le second facteur sont homotopes.

Conséquence Si G est un groupe de Lie linéaire semi�simple connexe, alors G/K, où K est
un sous�groupe compact maximal de G, est un classi�ant des actions propres de G. En e�et,
G/K est un espace symétrique simplement connexe à coubure non�positive, et donc il existe
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une unique géodésique joignant deux points distincts. Ceci donne un sens à une expression du
type pt(y0, y1) = (1− t)y0 + ty1, et pt réalise l'homotopie cherchée entre p0 et p1.

Soit EG un classi�ant des actions propres de G. On pose alors

RKG
∗ (EG) = lim−→

X ⊂ EG

G\X compact

KKG
∗ (C0(X),C) .

L'application d'assemblage BC de Baum�Connes [11] est alors dé�nie par

BC
{

RKG
∗ (EG) −→ K∗(C∗r (G))

x ∈ KKG
∗ (C0(X),C) 7−→ λ∗ ◦ µG

X(x) .

Ceci dé�nit bien un morphisme de groupe car le diagramme 1.1 est commutatif.
Revenons au cas où G est un groupe de Lie semi�simple connexe linéaire,K un sous�groupe

compact maximal, et supposons toujours que l'action de K sur SO(d), où d = dimG/K se
relève en un morphisme K → Spin(d). D'après ce qui précède l'application d'assemblage est

BC
{
KKG

∗ (C0(G/K),C) −→ K∗(C∗r (G))
[d] 7−→ λ∗(inda d) .

Pour montrer que µr = BC, il reste à veri�er que KKG
i (C0(G/K),C) ' R(K). Pour cela

notons α la classe dans KKG
i (C0(G/K),C) la classe de l'opérateur de Dirac sans coe�cient

sur G/K (c'est�à�dire à coe�cients dans la représentation triviale 1K de K). Cet élément est
appelé élément de Dirac. Construisons maintenant un élément β ∈ KKG

i (C, C0(G/K)), dit
élément dual�Dirac. Considérons le �bré hermitien (gradué) E∗ = G ×K S∗ sur G/K. Alors
l'espace C0(G/K,E∗) des sections nulles à l'in�ni de E∗ est un C∗�module sur C0(G/K).
La multiplication de Cli�ord point par point détermine une action de l'espace des champs de
vecteurs (sur G/K) sur C0(G/K,E∗). Pour x ∈ G/K, x 6= eK, soit X ′

x ∈ TxG/K le vecteur
unitaire tangent à l'unique géodésique joignant x à eK et pointant vers eK. Soit f une
fonction positive continue sur G/K valant 0 en eK et 1 en dehors d'un voisinage compact de
eK. Alors Xx = f(x)X ′

x détermine un champ de vecteurs sur G/K. Soit F : C0(G/K,E∗) →
C0(G/K,E∗) la multiplication de Cli�ord par ce champ de vecteurs.

Proposition 1.24. Le couple (C0(G/K,E∗), F ) détermine un élément

β ∈ KKG
i (C, C0(G/K)) .

Le seul point qui n'est pas évident est de véri�er que g.F − F est compact. C'est une
conséquence de l'inégalité de la médiane.

L'élément γ ∈ KKG(C,C) de Kasparov est l'élément β ⊗C0(G/K) α. Parmi les propriétés
fondamentales des éléments α, β et γ, retenons les suivantes.

Théorème 1.25. [27] Soit 1K l'élément de KKK(C,C) = R(K) donné par la représentation
triviale de K. Alors,

1. α⊗ β = τC0(G/K)(γ) ∈ KKG(C0(G/K), C0(G/K)) ,

2. restK
G γ = 1K ∈ R(K) .

Nous obtenons alors immédiatement

α⊗ β = τC0(G/K)(γ) = indG
K ◦ restK

G γ = indG
K1K = 1C0(G/K) .

Nous pouvons maintenant conclure.
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Proposition 1.26. La restriction

restK
G : KKG

∗ (C0(G/K),C) −→ KKK
∗ (C0(G/K),C)

est un isomophisme. De plus, restK
G β ⊗ · est un isomorphisme de KKK

∗ (C0(G/K),C) sur
R(K)⊕ 0.

Démonstration. La première assertion est une conséquence directe du théorème 1.25. Pour la
deuxième assertion, l'inverse est donné par

KKK
∗ (C0(G/K),C) −→ KKG

∗ (C0(G/K),C)
x 7−→ τC0(G/K)(β)⊗ indG

K x⊗ α .

En e�et, pour x ∈ KKG(C0(G/K),C),

τC0(G/K)(β)⊗ indG
K ◦ restK

Gx⊗ α = τC0(G/K)(β ⊗ x)⊗ α

= α⊗ β ⊗ x = γ · x ,

et d'autre part, (1− γ) · x = τC0(G/K)(1− γ)⊗ x = 0. Ceci montre que

restK
G : KKG

∗ (C0(G/K),C) → KKK
∗ (C0(G/K),C)

est injectif. D'autre part l'image de [DV ] = indG
K [V ] ⊗ α dans R(K) est [V ], ce qui montre

que ce morphisme est aussi surjectif.





Chapitre 2

Représentations unitaires de Sp(n, 1) et
K�théorie

2.1 Notations et représentations de Sp(n, 1)

Soit n ≥ 2. Le groupe G = Sp(n, 1) est le groupe des transformations linéaires de Hn+1,
vu comme H-espace vectoriel à droite qui préservent la forme quadratique dé�nie pour v =
(q1, . . . , qn+1) et w = (q′1, . . . , q

′
n+1) par

(v, w) =
n∑

i=1

q̄iq
′
i − q̄n+1q

′
n+1 .

En identi�ant g ∈ Sp(n, 1) à sa matrice dans la base canonique, on a

G = Sp(n, 1) = {g ∈Mn+1(H); g∗Jg = J} ,

où g∗ désigne la matrice conjuguée transposée de g et J est la matrice

J =
(

Idn 0
0 −1

)
.

Soit g l'algèbre de Lie de G. De façon générale, on désignera dans cette partie un groupe de
Lie par des majuscules d'imprimerie et par la même lettre en caractère gothique son algèbre
de Lie. L'ensemble des points �xes de l'involution de Cartan (c'est à dire l'automorphisme
involutif θ de G dé�ni par θ(g) = (g∗)−1 = JgJ) est un sous-groupe compact maximal K de
G, isomorphe à Sp(n)× Sp(1). La décomposition de Cartan de g est g = k⊕ p . L'algèbre de
Lie de K est

k =
{(

M 0
0 q

)
; M ∈Mn(H) , M +M∗ = 0 , q + q = 0

}
,

p =
{(

0 X
X∗ 0

)
, X ∈ Hn

}
.

Soit t = so(2)× · · ·× so(2) ⊂ k (n+1 facteurs). Alors t est une sous�algèbre de Cartan dans k

et dans g. Nous noterons ∆ le système de racines du couple (gC, tC), ∆c = ∆(kC, tC) l'ensemble
des racines compactes, et ∆n = ∆ \∆c l'ensemble des racines non�compactes. Si ∆+ est un
système de racines positives pour ∆, notons ρ(∆+) (ou ρ si cela n'entraîne pas de confusion)
la demi�somme des racines positives, ρ(∆+

c ) (ou ρc) la demi�somme des racines compactes,
ρ(∆+

n ) (ou ρn) la demi�somme des racines non�compactes.

13
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Le groupe G possède aussi une décomposition d'Iwasawa de la façon suivante. Soit a une
sous-algèbre abélienne maximale de p, M le centralisateur de a dans K. Par exemple si a est
l'ensemble des matrices de la forme

a =

Ht =

 0 0 t
0 0 0
t 0 0

 , t ∈ R

 ⊂ p ,

(le bloc central est de taille n− 1) on trouve que M est l'ensemble des matrices de la forme

M =

g =

 q 0 0
0 m 0
0 0 q

 ; M ∈ Sp(n− 1) , |q| = 1

 ⊂ K .

Soit b ⊂ t une sous-algèbre de Cartan de m et h = b⊕ a. Alors h est une sous-algèbre de
Cartan de g. Notons Φ l'ensemble des racines du système (gC, hC) et Φm celui de (mC, bC).
Si Φ+ est un système de racines positives de Φ, notons Φ+

m = Φ+ ∩ Φm le système positif
correspondant pour (mC, bC). Soit n la somme des espaces propres des racines positives du
système de racines restreint Φa formé des restrictions à a non nulles des racines positives de
Φ. Avec ces notations, une décomposition d'Iwasawa est g = k⊕ a⊕ n. Notons que m⊕ a⊕ n

est l'algèbre de Lie d'un sous-groupe P parabolique minimal de G.
De façon générale, si Q est un système de racines, on note W , ou WQ en cas d'ambiguité,

le groupe de Weyl de Q, ie le groupe engendré par les symétries orthogonales sα d'hyperplan
le supplémentaire orthogonal de Rα pour α ∈ Q. Pour 1 ≤ i ≤ n+ 1, soit εi la forme linéaire
sur tC dé�nie par

εi(diag(t1, . . . , tn+1)) = ti .

Alors,
∆ = {±εi ± εj ; 1 ≤ i < j ≤ n+ 1} ∪ {±2εi ; 1 ≤ i ≤ n+ 1} ,
Φ = {±ei ± ej ; 1 ≤ i < j ≤ n+ 1} ∪ {±2ei ; 1 ≤ i ≤ n+ 1} .

où ei = εi−1 ◦Adu−1 pour 3 ≤ i ≤ n+1, e1 = ε1 ◦Adu−1 et e2 = −εn+1 ◦Adu−1 avec u ∈ GC

donné par u = 1√
2

(
1 0 1
0 I 0
−1 0 1

)
.

Nous avons alors a∗ = R(e1 + e2), ce qui permet d'identi�er a∗C avec C. Remarquons que
(e1 + e2)(Ht) = −2t. Choisissons les systèmes de racines positives suivants :

∆+ = {εi ± εj ; 1 ≤ i < j ≤ n+ 1} ∪ {2εi ; 1 ≤ i ≤ n+ 1} ,
Φ+ = {ei ± ej ; 1 ≤ i < j ≤ n+ 1} ∪ {2ei ; 1 ≤ i ≤ n+ 1} .

Nous décrivons maintenant les représentations admissibles et unitaires deG. L'ensemble
Ĥ des (classes de) représentations irréductibles d'un groupe de Lie compact connexe H est
paramètré par leur plus haut poids relativement à un système de racines positives. Par abus,
nous ne distinguerons souvent pas une représentation et son plus haut poids dans les notations.

Le plus haut poids d'une représentation irréductible ξ de M relativement au système Φ+
m

est donné par ξ = b(e1− e2) +
∑n+1

i=3 biei , où 2b, bi ∈ N et b3 ≥ · · · ≥ bn+1. Le plus haut poids
d'une représentation irréductible µ de K par rapport à ∆+

c est µ =
∑n+1

i=1 µiεi où µi ∈ N et
µ1 ≥ · · · ≥ µn.

Soit π une représentation (continue) de G dans un espace de Hilbert. On a

π|K =
∑
η∈K̂

nηη .
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On dit que π est admissible si π|K est unitaire et si pour tout η ∈ K̂ , nη <∞.
Soit ξ ∈ M̂, ν ∈ a∗C. On forme la représentation induite de G, πξ,ν = IndG

P ξ ⊗ eν ⊗ 1 . Plus
précisément,

Ces représentations sont les représentations principales. Elles sont normalisées pour être
unitaires lorsque ν est imaginaire. Les représentations πξ,ν et πξ′,ν′ , ν ′ 6= ν sont équivalentes
si et seulement si ξ′ = ξ et ν ′ = −ν.

Dé�nition 2.1. Lorsque Reν > 0, πξ,ν possède un unique quotient, noté Jξ,ν et appelé quotient
de Langlands.

Proposition 2.2. [3] Lorsque Reν = 0, πξ,ν est irréductible pour Imν > 0. Pour ν = 0, la
représentation πξ,ν est réductible si et seulement si ξ = b(e1 + e2) +

∑
biei véri�e b ∈ N + 1/2

et b+ 1/2 6= bj + n− j + 2 pour tout j = 3, . . . , n+ 1, et elle est alors somme directe de deux
représentations irréductibles, appelées limites de séries discrètes.

Le théorème de classi�cation des représentations admissibles de Langlands pour G =
Sp(n, 1) s'énonce comme suit.

Théorème 2.3. Les représentations admissibles irréductibles de G sont, à équivalence près :

1. les séries discrètes, c'est-à-dire les représentations de carré intégrable,

2. les limites de séries discrètes,

3. les séries principales unitaires (πξ,ν , avec Reν = 0 et Imν > 0 ou ν = 0 si πξ,0 est
irréductible),

4. les quotients de Langlands.

Les trois premières séries constituent le dual admissible tempéré de G. Ces représentations
sont unitaires. Le dual admissible tempéré est le spectre de la C∗�algèbre réduite de G, que
l'on appelle aussi dual réduit.

Comme les représentations unitaires irréductibles d'un groupe de Lie semi-simple sont
admissibles [19, théorème 15.5.6], il reste pour déterminer le dual unitaire de G, à savoir
quels sont les quotients de Langlands unitarisables. Baldoni Silva a obtenu dans [3] le résultat
suivant.

Théorème 2.4. Soit ξ = (b; b3, . . . , bn+1) ∈ M̂ et ν tel que Re ν > 0. Si Jξ,ν est unitarisable,
alors Im ν = 0.

1. Si πξ,0 est réductible, alors pour tout ν > 0, Jξ,ν n'est pas unitarisable. Dans ce cas,
posons ν(ξ) = 0. De plus, πξ,0 est réductible si et seulement si b ∈ N + 1/2 et b+ 1/2 6=
bj + n− j + 2 pour tout 3 ≤ j ≤ n+ 1.

2. Si πξ,0 est irréductible, alors il existe ν(ξ) > 0 tel que pour tout 0 < ν ≤ ν(ξ), Jξ,ν

est unitarisable. De plus si ν < ν(ξ), πξ,ν est irréductible. Appelons ces familles les
séries complémentaires. Les quotients de Langlands Jξ,ν(ξ) sont dits aux bouts des séries
complémentaires.

3. Si πξ,0 est irréductible et ξ = (b; b3, . . . , bn+1) véri�e b = 0 et bn+1 = 1, alors Jξ,ν(ξ)+1

est unitarisable. On appelle ces représentations les séries isolées.

4. Les seuls quotients de Langlands unitarisables sont ceux obtenus en 2) et 3).
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Une notion importante dans la compréhension du dual unitaire et de sa topologie est
celle de caractère in�nitésimal d'une représentation. Les résultats que nous rappelons ici sans
démonstration peuvent être trouvés dans le livre de A. Knapp [29]. Soit G un groupe de Lie
linéaire connexe semi�simple. Soient h une sous-algèbre de Cartan de g, U(h) l'algèbre de
Lie enveloppante de hC et Z le centre de l'algèbre de Lie enveloppante de gC. Un élément
important de Z est l' opérateur de Casimir Ω. Soient (X1, . . . , Xd) est une base orthogonale
de p, et (Y1, . . . , Ym) une base orthogonale de k, relativement à la forme de Killing. Alors,

Ω = −
m∑

j=1

Y 2
j +

d∑
i=1

X2
i .

Cet élément ne dépend pas de la base choisie. En particulier, Z 6= 0.
Harish-Chandra a construit un homomorphisme γh : Z → U(h)W où W = W (hC, gC). Si

λ ∈ h∗C on note
χλ : Z → C

l'homomorphisme dé�ni par χλ(Z) = λ(γh(Z)).

1. Tous les homomorphismes de Z dans C sont obtenus de cette façon

2. χλ = χµ si et seulement si il existe σ ∈W tel que λ = σµ.

3. Si h′ est une autre sous-algèbre de Cartan de g, et Adx : hC → h′C pour x ∈ GC, alors
γh′ = Adx.γh.

Si λ ∈ h∗C se relève en un caractère de H = exp h, on dira que λ est intégral. Si (λ, α) 6= 0 pour
tout α racine de gC relativement à hC, on dira que λ est régulier, singulier sinon. On utilise le
même adjectif pour χ si χ = χλ.

Une représentation π de G possède un caractère in�nitésimal lorsqu'il existe λ tel que

∀Z ∈ Z , π(Z) = χλ(Z) .

Le caractère in�nitésimal de π est noté χπ.
Revenons à G = Sp(n, 1). Les représentations irréductibles admissibles et les représenta-

tions πξ,ν possèdent un caractère in�nitésimal. Soit δm la demi-somme des racines positives
de Φm. Grâce par exemple à A.Knapp [29, proposition 8.22 (et l'exemple qui la précède)], le
caractère in�nitésimal de πξ,ν est donné par χΛξ,ν

où Λξ,ν = ξ+δm +ν est appelé paramètre de

Langlands de πξ,ν . On véri�e alors facilement que si Λξ,ν =
∑n+1

i=1 aiei, ξ = b(e1− e2)+
∑
biei

et ν = c(e1 + e2) alors 
a1 = c+ b+ 1/2 ,
a2 = c− b− 1/2 ,
ai = bi + n− i+ 2 , 3 ≤ i ≤ n+ 1 .

(2.1)

2.2 K�théorie de la C∗�algèbre maximale de Sp(n, 1)

Avant de calculer laK�théorie de la C∗�algèbre maximale des groupes Sp(n, 1), nous avons
besoin d'étudier la topologie de Fell sur le dual unitaire.

Soit G un groupe localement compact. On munit l'ensemble Rep(G) (donc Ĝ) des
représentations unitaires de G de la topologie de Fell qui peut être dé�nie comme suit. Soit C
une partie compacte de G, ε > 0, (π,Hπ) ∈ Rep(G) et ξ1, . . . ξn une famille orthonormale de
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Hπ. On considère l'ensemble des représentations (σ,Hσ) ∈ Rep(G) telles qu'il existe η1, . . . , ηn

une famille orthonormale de Hσ véri�ant

(∀i, j = 1, . . . , n) Sup
g∈C

|〈ηi;σ(g)ηj〉 − 〈ξi;π(g)ξj〉| < ε . (2.2)

Ces ensembles V (π,C, ε, ξi) forment une base fondamentale de voisinage de π.
Soit K un sous-groupe compact de G. Pour τ ∈ Ĝ notons

τ|K = ⊕ρ∈K̂V
τ
ρ .

où V τ
ρ est l'espace des vecteurs sur lesquels τ agit comme ρ.

Lemme 2.5. Soient π ∈ Ĝ et ρ ∈ K̂. Supposons que pour tout τ ∈ Ĝ, l'espace V τ
ρ est de

dimension �nie. Alors Ĝρ,π = {σ ∈ Ĝ : dimV π
ρ ≤ dimV σ

ρ } est ouvert dans Ĝ.

Démonstration. Soit σ ∈ ĜK,π et montrons que V (σ,K, ε, ηi) ⊂ ĜK,π pour ε > 0 assez petit
et pour un choix convenable des ηi. Soit (ξi)n

i=1 une famille orthonormale dans V σ
ρ . Soit ε > 0

et σ′ ∈ V (σ,K, ε, ξi). Il existe donc des vecteurs orthonormaux η1, . . . , ηn comme dans (2.2)
avec C = K. Si τ ∈ Ĝ on note P τ

ρ la projection orthogonale sur V τ
ρ . On a

P τ
ρ v = dρ

∫
K
trρ(k)τ(k)v dk .

Soit η′i = P σ′
ρ ηi et montrons que (η′i) est libre. Pour {i, j} ⊂ {1, . . . , n}2 on a

|〈ηi; η′j〉 − δi,j |
= |〈ηi; η′j〉 − 〈ξi; ξj〉|
= |〈ηi; dρ

∫
K trρ(k)σ′(k)ηj〉 dk − 〈ξi; dρ

∫
K trρ(k)σ(k)ξj〉 dk|

≤ dρ

∫
K trρ(k) |〈ηi;σ′(k)ηj〉 − 〈ξi;σ(k)ξj〉| dk

≤ ε dρ

∫
K |trρ(k)| dk

Donc pour ε > 0 assez petit, la famille (η′i) est libre. Finalement, on a donc bien V π
ρ ⊂ V σ

ρ ⊂
σ′|K .

Supposons maintenant que G est un groupe de Lie (réel) semi-simple connexe linéaire. Le
groupe G est liminaire et la topologie de Jacobson sur Ĝ coïncide avec la topologie de Fell,
[19]. En particulier les points sont fermés pour cette topologie.

Revenons à G = Sp(n, 1). Commençons par rappeler le lemme suivant :

Lemme 2.6. Si πn converge vers π et est un sous-quotient de πξ,νn, avec νn réel, alors la
suite νn converge.

Démonstration. Si Ω désigne l'opérateur de Casimir, on sait que la fonction σ 7→ σ(Ω) est
continue sur Ĝ (d'après un lemme de Dixmier, voir [12] pour une démonstration). Or πn(Ω) =
πξ,νn(Ω). Notons | | la norme sur (a + ib)∗ obtenue par restriction de la forme de Killing, et δ
la demi�somme du système de racines positives Φ+. Pour ν �xé, on a

πξ,ν(Ω) = χΛξ,ν
(Ω)I

= (|Λξ,ν |2 − |δ|2)I
= (|ξ + δm|2 + |ν|2 − |δ|2)I .

La deuxième égalité résulte par exemple de [29, lemme 12.28] Par conséquent, (νn) converge.
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Soit π une représentation admissible de G.

Proposition 2.7. (Harish-Chandra) Pour toute f ∈ C∞c (G), l'opérateur

π(f) =
∫

G
f(g)π(g)d g

est à trace et la forme linéaire
f 7→ Trace(π(f))

dé�nie une distribution sur C∞c (G). Elle est dé�nie par une fonction θπ dé�nie sur un ouvert
dense G′ de G où elle est analytique.

Proposition 2.8. ([29], proposition 10.18) Si π = πξ,ν , nous avons pour x ∈ G

θπ(x) = θξ,ν(x) =
{
D−1(h)((eν + e−ν)⊗ chξ|B)(h) six = ghg−1 pourh ∈ BA ,
0 sinon ,

où D est une fonction ne dépendant ni de ν ni de ξ. En particulier, θξ,ν est continue en ν.

Proposition 2.9. Soit (νn) convergeant vers ν. La suite (πξ,νn) converge vers σ ∈ Ĝ si et
seulement si σ est un sous-quotient de πξ,ν(f).

Démonstration. La proposition 2.8 montre que la distribution

f 7−→ Traceπ(f)

sur C∞c (G) est dé�nie pour π = πξ,ν par une fonction localement intégrable θξ,ν majorée
en valeur absolue par une constante fois |θξ,0| qui est localement intégrable. Le théorème de
convergence dominée donne donc pour f ∈ C∞c (G)

lim
νn→ν

Traceπξ,νn(f) = Traceπξ,ν(f)

La conclusion résulte alors de [20, corollaire 2 du théorème 2.3 et lemme 3.4]. Ces résultats de
Fell sont rappelés dans la proposition qui suit.

Pour µ ∈ K̂, soit pµ : k 7→ dimµTraceµ(k) le projecteur associé dans C∞(K). Comme
C∞(K) agit par convolution sur C∞c (G) on peut dé�nir une sous-algèbre involutive par

A =
∑
µ1,µ2

pµ1 .C
∞
c (G).pµ2 .

Cette sous-algèbre est dense dans C∞c (G).

Proposition 2.10. 1. Soit f ∈ A. Alors il existe n ∈ N tel que pour tout π ∈ Ĝ, on ait
Rangπ(f) ≤ n.

2. Soient (πn)n∈N, σ1, . . . , σr des éléments de Ĝ. Supposons que pour toute f ∈ A on ait

lim
n→∞

Traceπn(f) =
r∑

i=1

Traceσi(f) ,

alors la suite (πn) converge vers σ ∈ Ĝ, si et seulement il existe i tel que σ = σi.
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Remarque 2.11. Compte-tenu du fait que les distributions θπ, π irréductible admissible, sont
indépendantes, il en résulte en particulier que tous les sous-quotients de πξ,ν(ξ) sont unitari-
sables.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire la topologie de Fell sur Ĝ. Soient

1. B l'ensemble des bouts de séries complémentaires,

2. C l'ensemble des séries complémentaires,

3. D l'ensemble des séries discrètes,

4. I l'ensemble des séries � isolées �,

5. L l'ensemble des limites de séries discrètes, et

6. P l'ensemble des séries principales unitaires.

Théorème 2.12. 1. I, D, L et B sont fermés et discrets dans Ĝ.

2. Soit ξ ∈ M̂ . L'adhérence de PC(ξ) = {πξ,ν ∈ P ∪ C} est la réunion de PC(ξ) et des
sous-quotients de πξ,ν(ξ).

Démonstration. Soit π ∈ Ĝ et (πn) convergeant vers π. Si µ est un K-type de π alors on
peut supposer d'après le lemme 2.5 que µ est un K-type de πn. Toutes les représentations
unitaires irréductibles de G apparaissent comme sous-quotient d'une représentation principale
πξ,ν où ξ ∈ M̂ et ν ∈ a∗C, il existe donc une suite (non-unique) (ξn, νn) telle que πn soit un
sous-quotient de πξn,νn et cette représentation contient aussi µ comme K-type. Par réciprocité
de Frobenius, on en déduit ξn ⊂ µ|M . Par conséquent il n'y a qu'un nombre �ni de ξn possibles
et la suite (ξn) s'écrit comme réunion �nie de sous-suites constantes. Il su�t d'examiner ces
sous-suites séparément. Supposons donc que ξn = ξ est constante.

D'après le lemme 2.6, on déduit que νn converge. Supposons que π ∈ I (resp.D, L, B).
Alors le caractère in�nitésimal de π est intégral. Pour n assez grand, et comme νn converge,
on peut supposer que πn possède le même caractère in�nitésimal que π ou que celui-ci n'est
pas intégral. Dans le premier cas, πn = π car les points sont fermés et qu'il n'existe qu'un
nombre �ni de représentations admissibles (donc unitaires) de caractère in�nitésimal donné.
Dans le deuxième cas, πn = πξ,νn , car les séries principales dont le caractère in�nitésimal n'est
pas intégral sont irréductibles. Ceci achève la démonstration.

Pour étudier complétement la topologie de Fell, il reste à savoir quels sont les sous�quotients
des séries principales généralisées πξ,ν . Ce travail que nous rappelons dans l'appendice, a
été e�ectué par M.W. Baldoni�Silva. En utilisant la connaissance des longueurs des séries
complémentaires, nous sommes alors en mesure de montrer que les sous�quotients de πξ,ν(ξ)

peuvent être des éléments de B, D, L, ou même de C ou de I.
Cependant, pour déterminer la K�théorie de C∗(G), nous aurons seulement besoin du

résultat suivant de théorie semi�simple.

Proposition 2.13. [29, proposition 8.21] Si π = Jξ′,ν′ est un point adhérent à (πξ,ν) avec
ξ′ 6= ξ, alors ν(ξ) > ν ′.

Nous sommes maintenant prêt à énoncer et à démontrer le résultat principal de ce
chapitre.
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Théorème 2.14. Le morphisme p = λ⊕ (⊕π∈Ievπ)

C∗(G)
p−→C∗r (G)⊕

(
⊕

π∈I
K(Hπ)

)
induit un isomorphisme en K-théorie.

Rappelons [19] que les idéaux fermés d'une C∗�algèbre A sont en bijection avec les ou-
verts du spectre de cette C∗�algèbre. Cette correspondance associe à un idéal fermé I de A
l'ensemble des représentations irréductibles π de A telles que π|I 6= 0. De même les quotients
de A par un idéal fermé correspondent aux fermés du spectre de A. L'ouvert correspondant à
Ker p est

(Ker p)̂ = C ∪ B .

Remarquons que p est bien dé�ni car l'ensemble I des � séries isolées � est fermé et discret
dans Ĝ, d'après le théorème 2.12.

En considérant la suite exacte à six termes associée en K�théorie à la suite exacte

0 → Ker p→ C∗(G)
p−→C∗r (G)⊕

(
⊕

π∈I
K(Hπ)

)
→ 0 ,

nous voyons qu'il su�t de montrer que K∗(Ker p) = 0.

Lemme 2.15. L'ensemble

{ν > 0;∃ξ ∈ M̂, πξ,νréductible et Jξ,ν ∈ C ∪ B}

est �ni.

Démonstration. Si πξ,ν est réductible alors Λξ,ν =
∑
aiei est intégral, ce qui se produit si et

seulement si ai ∈ Z. D'autre part, les équations 2.1 se lisent ici{
a1 = ν + b+ 1/2
a2 = ν − b− 1/2

Ceci implique ν ∈ 1/2N. D'autre part si Jξ,ν est unitaire, ν ≤ δa = n + 1/2, où δa est la
demi�somme des racines positives de Φa, d'après [4, ].

Dé�nition 2.16. Soient ν1, . . . , νk les éléments de l'ensemble �ni {ν > 0;∃ξ ∈ M̂, πξ,νréductible et Jξ,ν ∈
C ∪ B}, avec

ν1 < · · · < νk ,

et posons ν0 = 0.

Dé�nition 2.17. Pour l = 0, . . . , k posons

Ĝl = {π = Jξ,ν ∈ C ∪ B, ν > νl} .

On a bien sûr Ĝ0 = C ∪ B et Ĝk = ∅.

Proposition 2.18. 1. (Kerp)̂ = Ĝ0 ⊃ · · · ⊃ Ĝk = ∅.

2. Ĝl est ouvert dans Ĝ0.
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3. Pour ξ ∈ M̂ donné et l < k, posons

Ĝl(ξ) = {π = Jξ,ν ∈ CB(ξ) ; νl < ν ≤ νl+1} ,

où CB(ξ) = {Jξ,ν ; 0 < ν ≤ ν(ξ)}. Alors Ĝl \ Ĝl+1 = tĜl(ξ) et Ĝl(ξ) est ouvert et fermé

dans Ĝl \ Ĝl+1.

Démonstration. La première assertion est évidente. La deuxième assertion et le début de la
troisième sont des conséquences immédiates de la proposition 2.13. Il reste à montrer que Ĝl(ξ)
est fermé dans Ĝl \ Ĝl+1. Soit (πn) une suite convergeant vers π = Jξ,ν ∈ Ĝl(ξ). Le même
raisonnement que dans le théorème 2.12 montre que l'on peut supposer que πn = Jξ′,νn et νn

converge vers ν si ξ′ = ξ, et vers ν(ξ′) sinon. Mais toujours d'après la remarque 2.13, on doit
avoir ν(ξ′) ≥ νl+1 donc si πn ∈ Ĝl \ Ĝl+1 on doit avoir πn = πξ,νn ∈ Ĝl(ξ).

Soit C∗l (G) l'idéal fermé de Ker p associé à l'ouvert Ĝl. Nous obtenons une suite décrois-
sante d'idéaux de Ker p,

Ker p = C∗0 (G) ⊃ · · · ⊃ C∗k(G) = 0 .

Remarquons que K∗(C∗k(G)) = 0. Si l'on parvient à montrer que, pour tout l = 0, . . . , k − 1
K∗(C∗l (G)/C∗l+1(G)) = 0, nous pourrons conclure, en utilisant la suite exacte à six termes
en K�théorie, que l'inclusion C∗l+1(G) ⊂ C∗l (G) induit un isomorphisme en K�théorie. Nous
aurons donc

K∗(Kerp) = K∗(C∗0 (G)) = · · · = K∗(C∗k(G)) = 0 .

Pour ξ ∈ M̂ , soit Al,ξ l'idéal de C∗l (G)/C∗l+1(G) associé à l'ouvert Ĝl(ξ). D'après la proposition
précédente, C∗l (G)/C∗l+1(G) = ⊕Al,ξ. Il su�t donc de montrer que Al,ξ est nul en K�théorie.

Considérons le noyau du morphisme d'évaluation

evJξ,νl+1
: Al,ξ → K(H) .

Le théorème suivant détermine ce noyau.

Théorème 2.19. [19, théorème 10.9.6] Soient X un espace localement compact à base dé-
nombrable de dimension �nie tel que H3(X; Z) = 0 et H un espace de Hilbert de dimension
dénombrable. Soit A la C∗-algèbre des sections continues nulles à l'in�ni du champ de C∗-
algèbres élémentaires dé�ni par le champ constant associé à H. Alors toute C∗-algèbre de
spectre X à trace continue, homogène de degré dénombrable (c'est�à�dire dont les représenta-
tions irréductibles agissent toutes sur un espace de Hilbert de dimension in�nie dénombrable)
est isomorphe à A.

Proposition 2.20. K∗(Al,ξ) = 0

Démonstration. D'après le théorème 2.19 appliqué à Ker evJξ,νl+1
, on a une suite exacte courte

0 −→ C0(]νl, νl+1[)⊗K(H) −→ Al,ξ
evπ−→K(H) −→ 0 ,

où π = Jξ,νl+1
. Comme la multiplicité de Jξ,νl+1

dans πξ,νl+1
est égale à 1, le théorème [18,

VI.3.8] (voir le théorème A.5) implique que Al,ξ est Morita�équivalente à l'algèbre A des
fonctions f ∈ C0(]νl, νl+1],M2(C)) telles que f(νl+1) = ( ∗ 0

0 0 ). La suite exacte à six termes
s'écrit alors

0 −→ K0(A) −→ Z δ−→Z −→ K1(A) −→ 0 .
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Il su�t donc de montrer que δ est un isomorphisme. Soit f ∈ C0(]νl, νl+1]) croissante positive

telle que f(νl+1) = 1. Alors δ[1] est la classe dans K1( ˜C0(]νl, νl+1]) de t 7→ exp(2iπf(t)). Donc
δ[1] = 1 Finalement, δ est bien un isomorphisme.

Ceci achève la démonstration du théorème 2.14.



Chapitre 3

Image de l'induction de Dirac pour

Sp(n, 1)

Dans ce chapitre nous décrivons l'image de

µ : R(K) −→ K0(C∗(G)) .

Nous calculons d'abord l'image de µr dans K0(C∗r (G)) en fonction de générateurs donnés par
les séries discrètes et des limites de séries discrètes. Comme nous l'avons rappelé, nous savons
que µr est un isomorphisme. Ce travail nous sera cependant nécessaire pour donner l'image
de µ en fonction des générateurs de K0(C∗(G)) que nous avons obtenus précédemment.

Tout d'abord, remarquons que le morphisme de K = Sp(n)× Sp(1) sur SO(p) donné par
(m, q) ∈ Sp(n)× Sp(1) et v ∈ p par

(m, q).v = mvq ,

se relève en un morphisme K → Spin(p) car K est simplement connexe.
Nous choisissons maintenant une décomposition de S = S+⊕S−, qui sera �xée dans tout ce

chapitre. Soit (e1, . . . , e2m) une base orthonormée d'un espace euclidien V de dimension paire.
L'élément ω = ime1 · . . . · e2m ∈ Cli�C V véri�e ω2 = 1. Par conséquent, tout module E sur
Cli�C V admet une décomposition en somme directe E = E+⊕E− associée aux valeurs propres
1 et −1 de ω. Il est facile de voir que cette décomposition ne dépend que de l'orientation de la
base choisie. En particulier, on obtient une décomposition S = S+⊕S−, et ces représentations
sont irrréductibles sous l'action de Spin(2m).

Revenons maintenant au cas d'un groupe de LieG semi�simple connexe linéaire. Supposons
que G possède un sous�groupe de Cartan compact T . Soit K ⊃ T un sous�groupe compact
maximal, g = k⊕p la décomposition de Cartan. Choisissons un système de racines positives ∆+

pour le système ∆(gC, tC). Soit {α1, . . . , αm} l'ensemble des racines non�compactes positives.
Alors, il est possible de choisir (d'après [29, Chapitre VI, Exercice 5]) des vecteurs propres
Eαj et E−αj tels que

e2j−1 = Eαj + E−αj et e2j = i(Eαj − E−αj )

23
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soient dans g (et donc dans p). Alors, après normalisation si nécessaire, la famille (e1, . . . , e2m)
est une base orthonormale de p. Nous obtenons ainsi une décomposition de S qui ne dépend
pas de l'ordre choisi sur les αj , et est donc dé�nie par la donnée de ∆+.

Voyons maintenant l'e�et d'un changement du système de racines positives. Soit ∆̃+ un
autre système de racines positives. Alors il existe un unique élément w du groupe de Weyl tel
que w∆̃+ = ∆+. Notons S = S̃+ ⊕ S̃− la décomposition associée à ∆̃+. Alors,

S̃± =
{
S± si detw = 1 ,
S∓ si detw = −1 .

Cela se démontre facilement par récurrence sur card(∆̃+ ∩∆+).
Choix. Pour G = Sp(n, 1), la décomposition de S que nous choisissons est associée au système
∆+ dé�ni à la page 14.

Soit (π,Hπ) une représentation unitaire irréductible de G et H(K)
π l'espace des vecteurs

K-�nis (qui sont analytiques). On désignera encore par π l'action in�nitésimale de g ou de Z

sur H(K)
π .

Proposition 3.1. Soit (µ, V ) une représentation irréductible de K. On a un isomorphisme
(d'espaces hermitiens)

EV ⊗π H ' (S ⊗ V ⊗Hπ)K = HomK(S ⊗ V,H(K)
π ) .

L'opérateur DV ⊗π 1 noté π(DV ) est donné par

π(DV ) =
∑

γ(xi)⊗ 1⊗ π(xi) .

Si π est une représentation unitaire de G, l'évaluation de l'indice IndaDV en π est

π∗(IndaDV ) = dim HomK(S+ ⊗ V , Hπ)− dim HomK(S− ⊗ V , Hπ) = m(π, µ) .

Nous aurons également besoin du lemme suivant, dû à Parthasarathy.

Lemme 3.2. [29, ] Soit (µ, V ) une représentation irréductible de K. Pour toute représentation
π ∈ Ĝ, on a

π(DV )2 = −π(Ω) + cµ ,

où Ω est l'opérateur de Casimir et cµ = |µ+ ρc|2 − |ρ|2.

En particulier,
π∗(IndaDV ) 6= 0 =⇒ χπ = χµ+ρc .

3.1 Image de µr

Notons M̂red l'ensemble des représentations irréductibles ξ de M , telles que πξ,0 est réduc-
tible. Soit H un espace de Hilbert séparable.
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Théorème 3.3. On a un isomorphisme

C∗r (G) '
(
⊕

π∈D
K(Hπ)

)
⊕
(
⊕ξ /∈M̂red

Aξ

)
⊕
(
⊕ξ∈M̂red

Bξ

)
,

où
Aξ = C0(iR+)⊗K(H) ,
Bξ = {f ∈ C0(iR+,M2(C)) ; f(0) = ( ∗ 0

0 ∗ )} ⊗ K(H) .

Démonstration. Rappelons que la topologie sur Ĝr est la topologie induite par celle de Ĝ.
D'après le théorème 2.12, les composantes connexes de Ĝr sont des points isolés correspondant
aux séries discrètes, des demi�droites correspondant aux ξ /∈ M̂red, et des demi�droites à deux
bouts correspondant aux ξ ∈ M̂red. Le résultat est alors une conséquence des théorèmes 2.19
et [18, théorème VI.3.8] (voir théorème A.5).

Lemme 3.4. 1. K0(Bξ) = Z et K1(Bξ) = 0.
2. K0(C∗r (G)) est un Z�module libre dont une famille de générateurs est en bijection avec
l'ensemble D ∪ M̂red.

Démonstration. La C∗�algèbre Bξ est Morita�équivalente à l'algèbre

A =
{
f ∈ C0(R+ , M2(C)) ; f(0) =

(
f1 0
0 f2

)}
.

On a une suite exacte courte

0 −→ C0(R+)⊗M2(C) −→ A −→ C2 −→ 0 .

D'où en K�théorie
0 → K0(A) → Z2 δ−→Z → K1(A) → 0 .

Décrivons δ. Soit f une fonction sur R+ positive décroissante valant 1 en 0. Alors la classe de

t 7→
(

exp(2iπf(t)) 0
0 1

)
dans K1(C̃0(R+) ⊗M2(C)) est l'image par δ du projecteur (1, 0) ∈ C2.

On décrit de même l'image de (0, 1) pour déduire que δ(n1, n2) = n1 + n2.

Soit ξ ∈ M̂red. Soient π± les sous�représentations de πξ,0. Alors evπ± : Bξ → K(Hπ±) induit
un isomorphisme en K�théorie. Nous noterons [π±] l'image réciproque par cet isomorphisme
du générateur de K0(K(Hπ±)). De même, si π ∈ D est une série discrète on note [π] l'image
réciproque dans K0(C∗r (G)) du générateur de K0(K(Hπ)) par evπ ∗.

Soit µ ∈ K̂ et notons ρc la demi�somme des racines compactes positives dans ∆+. Soit
χ = χµ+ρc . Si χ est régulier, notons πi(χ), i = 0, . . . , n les séries discrètes de caractère
in�nitésimal χ, en accord avec les notations du paragraphe A.2. Si χ est singulier, il existe
deux limites de séries discrètes de caractère in�nitésimal χ, notés π+(χ) et π−(χ), et le choix
des symboles + et − est encore dé�ni dans le paragraphe A.2.

Théorème 3.5. Soit µ ∈ K̂ et χ = χµ+ρc . Si χ est régulier, il existe un unique i ∈ {0, . . . , n}
tel que µ+ ρc ∈ C̃i. Alors dans K0(C∗r (G)),

IndaDµ = (−1)n−i[πi(χ)] .

Si χ est singulier, soit i = i(χ) l'entier dé�ni page 61. Alors dans K0(C∗r (G)),

IndaDµ = (−1)n−i+1[π+(χ)] .
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La �n de cette section est consacrée à la démonstration de ce théorème.
D'après le lemme de Parthasarathy (lemme 3.2), les représentations irréductibles tempérées

π de G pour lesquelles π(Dµ) possède un noyau non�nul véri�ent χπ = χ. Si χ est régulier, il
su�t donc d'évaluer Dµ sur les séries discrètes πj(χ). D'après le théorème d'Atiyah�Schmid
[1], il existe une unique série discrète π telle que

π∗ IndaDµ = dimHomK(S+ ⊗ Vµ,Hπ)− dimHomK(S− ⊗ Vµ,Hπ) 6= 0 ,

et cette représentation est la série discrète de paramètre de Harish�Chandra µ+ ρc. De plus,
pour π = πµ+ρc , π∗ IndaDµ = 1 lorsque le système de racines choisi pour la décomposition de
S est tel que µ+ ρc soit dominant. La conclusion dans le cas régulier en résulte.

Toujours d'après le lemme de Parthasarathy, lorsque χ est singulier, il su�t d'évaluer sur
la composante Bξ de C∗r (G) telle que πξ,0 est somme des limites de séries discrètes π+(χ) et
π−(χ). D'après la proposition 3.11 1 il reste donc à calculer le caractère d'une limite de séries
discrètes. Rappelons que si λ est une forme sur t, telle que λ ∈ C̃j ∩ C̃j+1, la limite de séries
discrètes π+(λ) (resp. π−(λ)) est construite grace au foncteur de translation de Zuckermann
en choississant le système de racines positives pour ∆(tC, gC) correspondant à la chambre de
Weyl C̃j+1 (resp. C̃j). Autrement dit :

π+(λ) = Ψλ′
λ (πλ′) ,

où λ′ est intégral régulier relativement à Cj+1 (resp. Cj), et πλ′ est la série discrète de para-
mètre de Harish-Chandra λ′, c'est-à-dire l'unique série discrète π telle que π∗(Inda(D+

µ′) 6= 0
où µ′ = λ′ − ρc. D'une part, on sait [29, théorème 12.7] que le caractère de la série discrète
π′ de paramètre λ′ véri�e ∆T θπ′ |T ′ =

∑
w∈WK

detw ewλ′ En utilisant alors [29, proposition
10.44] sur l'e�et du foncteur de Zuckermann sur les caractères, on obtient comme dans le cas
des séries discrètes, ∆T θπ|T ′ =

∑
w∈WK

detw ewλ. Rappelons que ces formules dépendent du
choix du système positif tel que λ′ soit dominant. Avec la correction nécessaire, d'après la
proposition 3.11 nous obtenons donc

Proposition 3.6. Soit λ = µ+ ρc et j tel que λ ∈ C̃j ∩ C̃j+1. Alors

π∗ IndaDµ =


(−1)n−j+1 si π = π+(χ)
(−1)n−j si π = π−(χ)
0 sinon .

Terminons en remarquant que si χ est donné, et γ est le paramètre de Langlands tel que
π(γ) est somme de deux limites de séries discrètes de caractère in�nitésimal χ, on a avec le
theorème A.10 cas I, τγ ∈ C̃i(χ)−2 ∩ C̃i(χ)−1.

3.2 Image de µ

Soient µ ∈ K̂ et χ = χµ+ρc . Soit γ̃ comme dans la dé�nition A.18 et tel que χγ̃ = χ.
Posons pour i = 2, . . . , n, αi = ei − ei+1. Soit 0 ≤ p(χ) ≤ n− 1 le plus petit entier tel que

〈γ̃ − δ;α〉 = 0 ∀ α = αp+1, · · · , αn+1 .

1Cette proposition dont la démonstration apparaît dans la suite du texte, est un fait général de théorie des

représentations des groupes semi�simples
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Lemme 3.7. Si χ est régulier, les séries isolées de caractère in�nitésimal χ sont les quotients
de Langlands Ji,i+1(χ) où p(χ) ≤ i ≤ n− 2, ou la représentation triviale.

Si χ est singulier, il existe au plus une série isolée de caractère in�nitésimal χ. Cela est le
cas si et seulement si i(χ) ≥ p(χ). Notons J(χ) cette série isolée si elle existe.

Démonstration. Nous nous réferrons à certains résultats contenus dans l'appendice pour mon-
trer ce lemme. Le cas régulier est contenu dans la proposition A.19. Dans le cas singulier,
d'après le lemme A.20, si γ =

∑
aiei est le paramètre de Langlands d'une série isolée de

caractère in�nitésimal χ, on doit avoir

ai(χ)+1 = a1 > a2 > ai(χ)+2 .

Dans les notations de la dé�nition A.18, on a p = i(χ)− 1 et q = i(χ). La conclusion résulte
alors de la proposition A.19.

Pour une série isolée π, notons [π] le générateur de K0(C∗(G)) obtenue grace au théorème
2.14

Théorème 3.8. Soit µ ∈ K̂ tel que χ = χµ+ρc Soit i comme dans le theorème 3.5.
Si χ est régulier, on a dans K0(C∗G),

Inda(D+
µ ) = (−1)n−i

[πi(χ)] +
min(i,n−2)∑

j=p(χ)

[Jj(χ)]

 .

Si χ est singulier,

Inda(D+
µ ) =

{
(−1)n−i+1 ([π+(χ)] + [J(χ)]) si i ≥ p(χ) ,
(−1)n−i+1 ([π+(χ)]) sinon.

La suite de ce paragraphe est consacrée à la démonstration de ce théorème. Nous nous
référerons dans cette preuve à des résultats de Baldoni�Silva [3],[4]. Ces résultats sont rappelés
au début du deuxième appendice. Comme nous avons déja calculé l'image de l'induction de
Dirac, il reste à évaluer sur les séries isolées. Par conséquent, pour µ ∈ K̂ et π une série isolée,
on cherche à calculer :

m(π, µ) = dim HomK(Vµ ⊗ S+,H(K)
π )− dim HomK(Vµ ⊗ S−,H(K)

π ) .

Ceci determinera l'égalité
IndaD

+
µ =

∑
π

m(π, µ)[π] .

Commençons par quelques généralités sur les caractères des représentations des groupes
semi�simples. Soit G un groupe de Lie linéaire connexe semi�simple et K un sous�groupe
compact maximal. Supposons que K possède un sous�groupe de Cartan T qui soit un sous�
groupe de Cartan dans G. Soit Φ le système de racine de la paire (gC, tC). Nous choisissons un
système de racines positives Φ+ et nous notons Φ+

c (resp.Φ+
n ) l'ensemble des racines positives

compactes (resp. non�compactes). Si V est une représentation unitaire de K, on note ch(V )
son caractère. Supposons pour le moment que π est admissible et écrivons

π|K =
∑
ρ∈K̂

nρVρ .
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Lemme 3.9. [29, lemme 12.8] La série
∑
nρch(ρ) converge vers une distribution de K. On

la note ch(π).

Lemme 3.10. Si ch(π)(ch(S+)− ch(S−)) =
∑
a(π, µ)ch(µ), alors

m(π, µ) = (−1)qa(π, µ) avec q = 1/2dim(G/K) (= 2n lorsque G = Sp(n, 1)) .

En e�et, les représentations S+ et S− sont autoadjointes lorsque q est pair, et adjointes l'une
de l'autre lorsque q est impair.

Rappelons que θπ désigne la fonction sur G′ qui dé�nit le caractère de π. On a alors
ch(π) = θπ|G′∩K . Notons T ′ = G′ ∩ T . On a

(ch(S+)− ch(S−))|T ′ =
∏

β∈Φ+
n

(eβ/2 − e−β/2) ,

et d'après la formule de Weyl

∆K
T chµ =

∑
w∈WK

ε(w)ew(µ+ρc) ,

où ∆K
T =

∏
β∈Φ+

c
(eβ/2 − e−β/2). D'où, en posant ∆T =

∏
β∈Φ+(eβ/2 − e−β/2),

∆T θπ|T ′ = (ch(S+)− ch(S−))∆K
T θπ|T ′

=
∑

µ a(π, µ)∆K
T ch(µ)

=
∑

µ,w ε(w)a(π, µ)ew(µ+ρc)

En particulier,

Proposition 3.11. Pour calculer m(π, µ) il su�t de connaître le coe�cient de eµ+ρc dans
∆T θπ|T ′.

Revenons maintenant au groupe G = Sp(n, 1). La proposition suivante est un corollaire
immédiat du théorème 2.8.

Proposition 3.12. Si π = πξ,ν est une série principale, alors θπ|T ′ = 0 .

On peut en�n étudier le cas où π est une série isolée.

Lemme 3.13. [29, lemme 12.9] Notons ρi
n la demi-somme des racines non-compactes positives

du système de racines positives Ci (dé�ni page 58), pour 0 ≤ i ≤ n.

S =
n⊕

i=0

Vρi
n

; S+ =
⊕
i pair

Vρn−i
n

; S− =
⊕

i impair

Vρn−i
n

.

On en déduit immédiatement,

Proposition 3.14. Si π = 1G alors

m(π, µ) =


1 si µ = ρn−i

n et i est pair,
−1 si µ = ρn−i

n et i est impair,
0 sinon.
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Notons χ = χπ le caractère in�nitésimal de π. Il est intégral.
Rappelons que Baldoni�Silva a donné l'expression des caractères des séries principales en

fonction des caractères irréductibles de G (voir les théorèmes A.7 et A.10 en appendice). Ceci
permet d'écrire pour πξ,ν de caractère in�nitésimal χ, une expression de la forme

θπξ,ν
=

∑
π : χπ=χ

nπξ,ν ,πθπ . (3.1)

où la somme est prise sur les représentations irréductibles admissibles. On veut en déduire une
formule du type

θπ =
∑

πξ,ν : χπξ,ν
=χ

n′πξ,ν ,πθπξ,ν
+

∑
D∈D, χD=χ

n′′D,πθD . (3.2)

Ensuite il su�ra d'appliquer la proposition 3.12 et le résultat correspondant pour les séries
discrètes ou les limites de séries discrètes, pour obtenir m(π, µ).

Supposons d'abord que χ est régulier. Il est possible de déduire la formule 3.2 de la formule
3.1, car le graphe G(r)

n est sans boucle (voir la dé�nition page 59). Le lemme suivant est un
corollaire immédiat du théorème A.7.

Lemme 3.15. Soit k ∈ {0, . . . , n− 2}. En supprimant les points des k premières colonnes de

G
(r)
n et les arrêtes ayant pour origine un de ces points, on trouve le graphe G

(r)
n−k correspondant

au groupe Sp(n− k, 1).

Soit i tel que π = Ji,i+1(χ) soit une � série isolée � et D = πk(χ). Alors n′′D,π est la
di�érence du nombre de chemins de longueur paire menant de (i, i+ 1) à (k, 2n+ 1− k) dans
Gn et des mêmes chemins de longueur impaire. En particulier, ni,i+1,k = 0 si i > k. D'après le
lemme précédent, ce nombre est aussi pour i ≤ k, la même di�érence pour les chemins menant
de (0, 1) à (k − i, 2n+ 1− k + i) dans Gn−i, et le point (0, 1) correspond à la représentation
triviale 1G de G lorsque χ = 0. En appliquant la proposition 3.14 et le théorème 3.5, il vient :

Proposition 3.16. Soit D = πk(χ) et µ l'unique représentation de K telle que m(D,µ) 6= 0.
Alors, θπ|T ′ = θD|T ′.

Traitons maintenant le cas singulier. Rappelons qu'il existe au plus une série isolée π =
J(χ) de caractère in�nitésimal χ et que si c'est le cas celle-ci correspond au point indexé par

i(χ) − 1 dans la graphe G(s)
n,i dé�ni page 62. Il n'y a qu'un seul chemin dans le graphe G(s)

n,i,
menant du point correspondant à la � série isolée � à π+(χ) et ce chemin est de longueur
2n − 2i + 2, donc est paire (voir par exemple la �gure A.2, page 62). En menant le même
raisonnement que dans le cas régulier, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.17. θπ|T ′ = θπ+(χ)|T ′ .

La conclusion dans le cas singulier résulte alors également du théorème 3.5.





Chapitre 4

Induction cohomologique et variétés

de drapeaux

Dé�nitions des variétés de drapeaux [43]
Soit GC un groupe de Lie complexe connexe et G une forme réelle. Dans la suite, nous

noterons g0 l'algèbre de Lie de G, et g = (g0)C l'algèbre de Lie de GC. Nous ferons de même
avec les autres groupes de Lie. Notons τ : X 7→ τ(X) la conjugaison correspondante. Si m

est un sous�espace de g tel que m = τ(m), alors il existe un sous�espace m0 de g0 tel que
(m0)C = m. L'espace m est alors dit être dé�ni sur R. De plus, si m est une sous�algèbre de Lie
de g alors m0 est une sous�algèbre de Lie de g0. Soit θ l'involution de Cartan, et g0 = k0 ⊕ p0

la décomposition de Cartan. Notons encore θ l'extension à GC.

Dé�nition 4.1. Une variété de drapeaux complexe Z pour GC est un espace homogène de
la forme GC/Q où Q est un sous�groupe parabolique de GC c'est�à�dire que q contient une
sous�algèbre de Borel b.

Soit Z = GC/Q une variété de drapeaux complexe pour GC. Soit b une algèbre de Borel
contenue dans q. Cette algèbre de Borel contient une sous�algèbre de Cartan h. Notons ∆(g, h)
le système de racines correspondant et ∆+ le système positif tel que b = h+

∑
α∈∆+ gα. Alors il

existe un unique S contenu dans l'ensemble des racines simples, tel que, si ∆S = spanZ S∩∆+,
l'algèbre parabolique

qS =
(
h⊕

∑
α∈∆S

gα

)
⊕
( ∑

α∈∆+\∆S

gα

)
= lS ⊕ uS ,

est conjuguée à q. En particulier, q = l⊕ u avec u nilpotente.
Il est possible de choisir un point base z ∈ Z tel que l'algèbre de Lie q = qz de StabGC(z)

contienne une sous�algèbre de Cartan h dé�nie sur R. La conjugaison agit sur les racines de
∆(g, h) par τ(α) : H → α(τ(H)), pour H ∈ h. Il est également possible de choisir l'involution
de Cartan θ tel que h soit θ�stable. Alors h0 = t0 ⊕ a′0 avec t0 ⊂ k0 et a′0 ⊂ p0.

Théorème et Dé�nition 4.2. Soit z ∈ Z comme ci�dessus et D = G(z). Les conditions
suivantes sont équivalentes.

1. D ⊂ Z est une G�orbite ouverte.

2. ∆u ∩ τ(∆(u)) = ∅.

31
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3. q + τ(q) = g.

4. h0 est maximalement compact dans g0, c'est�à�dire t0 est une sous�algèbre de Cartan
de k0 et il existe un système positif ∆+ tel que τ(∆+) = −∆+ et ∆(u) ⊂ ∆+.

Soit D = G(z) ⊂ Z une orbite ouverte sous l'action de G. En particulier D est une sous
variété complexe de Z. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. D possède une forme volume G�invariante.

2. q ∩ τ(q) est réductive.

3. q ∩ τ(q) = l.

4. τ(∆(u)) = −∆(u).

5. Il existe λ0 ∈ it∗0 tel que

∆(l, h) = {α ∈ ∆(g, h) ; 〈λ0;α〉 = 0} ,
∆(u, h) = {α ∈ ∆(g, h) ; 〈λ0;α〉 > 0} . (4.1)

Une G�orbite ouverte D ⊂ Z qui possède une forme volume G�invariante est appelée une
variété de drapeaux pour G.

Soit D une variété de drapeaux pour G. Il est alors possible de choisir un point base z
tel que q = qz soit θ�stable. Alors, L ∩ K = K(z) est une sous-variété complexe compacte
maximale de D, de dimension complexe

s : = dimC(u ∩ k) .

Lemme 4.3. 1. Soit (V, ρ) un (L, q)�module de dimension �nie. Alors (V, ρ) dé�nit une
représentation holomorphe de Q. On obtient ainsi un diagramme commutatif

G×L V −→ GC ×Q V
↓ ↓

G/L −→ GC/Q

qui fait de G×L V un �bré holomorphe sur G/L.
2. Soit U ⊂ D un ouvert. Notons OV le faisceau des germes de sections holomorphes de G×LV .
Soit p : G→ G/L la projection. Pour X = X1 + iX2 ∈ g, notons r(X) : = r(X1) + ir(X2) le
champ de vecteurs complexes invariants à droite dé�ni par X. Alors

OV (U) =
{
φ : p−1(U) → V ;

φ(gl) = ρ(l)−1φ(g)
∀X ∈ u , r(X)φ+ ρ(X)φ = 0

}
.

En particulier, l'espace tangent antiholomorphe à G/L en z s'identi�e à u.

4.1 Induction cohomologique

Dé�nitions

Conservons les notations de l'introduction. Considérons le �bré holomorphe

EV = ∧∗T 0,1G/L⊗G×L V .
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Soit ∂V l'opérateur de Dolbeault des formes à valeurs dans ce �bré. L'espace des sections C∞

de EV s'identi�e à

Γ∞(EV ) ' (C∞(G)⊗ ∧∗u∗ ⊗ V )L ' HomL(∧∗u ; C∞(G)⊗ V ) .

Pour f ∈ HomL(∧∗u ; C∞(G)⊗ V ), l'opérateur ∂V est donné par

∂V f(X1 ∧ ... ∧Xp+1) =
p+1∑
i=1

(−1)i(r ⊗ ρ)(Xi)f(X1 ∧ ... ∧ X̂i ∧ ... ∧Xp+1)

+
∑

1≤k<l≤p+1

(−1)k+lf([Xk, Xl] ∧X1 ∧ ... ∧ X̂k ∧ ... ∧ X̂l ∧ ... ∧Xp+1) .

Pour que les espaces de cohomologie

H i(G/L; ∂V ) =
ker(∂V : Γ(E i

V ) → Γ(E i+1
V ))

Im(∂V : Γ(E i−1
V ) → Γ(E i

V ))

de ce complexe di�érentiel soient des représentations continues de G sur des espaces de Fréchet
lorsque Γ∞(EV ) est muni de la topologie C∞ et H i de la topologie quotient, il faut que Im(∂V )
soit fermé.

Pour contourner ce problème, Zuckermann construit un (g,K)�module Ri(V ) à partir du
(l, L∩K)�module V , qui devrait être l'espace des vecteurs K��nis des espaces de cohomologie
H i.

Soit V ] = V ⊗∧maxu. Alors V ] est un (l, L∩K)�module que l'on prolonge en un (q, L∩K)�
module en faisant agir u trivialement. Soit Γ le foncteur qui à un (g, L∩K)�moduleW associe
le (g,K)�module

Γ(W ) = somme des composantes k�isotopes de W de
dimension �nie qui dé�nissent une représentation de K.

Dé�nition 4.4. Les (g,K)�modules Ri(V ) sont les modules

Γi(Homq,L∩K(U(g) ; V ])) ,

où Γi est le i�ème foncteur dérivé de Γ. Ce procédé est appelé induction cohomologique.

Remarquons qu'il n'est pas nécessaire dans cette dé�nition que V soit de dimension �nie.
Ce n'est pas nécessaire non plus pour la dé�nition de la cohomologie de Dolbeault, mais les
questions de topologie qui apparaissent sont encore plus délicates.

Le complexe dans le lemme suivant est le complexe de Dolbeault, mais où les coe�cients
C∞ sont remplacés par des séries formelles en l'identité. C'est le premier pas vers l'identi�ca-
tion entre l'induction cohomologique et les vecteurs K��nis de la cohomologie de Dolbeault.

Lemme 4.5. [45] Le complexe suivant a pour cohomologie Ri(V ).
espace : Γ(HomU(l)(U(g) ; ∧iu∗ ⊗ V ])) ,

opérateur :

df(u)(X1 ∧ ... ∧Xp+1) =
∑

(−1)kf(Xk · u)(X1 ∧ ... ∧ X̂k ∧ ... ∧Xp+1)
+
∑

(−1)kXkf(u)(X1 ∧ ... ∧ X̂k ∧ ... ∧Xp+1)
+
∑

(−1)k+lf(u)([Xk, Xl] ∧X1 ∧ ... ∧ X̂k ∧ ... ∧ X̂l ∧ ... ∧Xp+1) .
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Cas de Sp(n, 1)

Pour faire le lien entre les séries complémentaires et � isolées � de Sp(n, 1) et l'induction
cohomologique, nous avons besoin de savoir comment retrouver le paramètre de Langlands
d'une représentation irréductible admissible à partir d'un K�type minimal.

Soit G un groupe de Lie linéaire connexe semi�simple. Pour simpli�er l'exposé, nous sup-
poserons que Rang(G) = Rang(K) et que le rang réel de G est égal à 1. Soit T un sous�groupe
de Cartan de G inclus dans K. Soient ∆ le système de racines de (g, t), ∆c ⊂ ∆ celui de (k, t)
et ∆+

c un système de racines positives pour ∆c. Soit ρc la demi�somme des racines compactes
de ∆+

c . Supposons en outre que g 6= sl(2,R).
Soit π une représentation irréductible admissible de G et µ un K�type minimal de π,

identi�é à son plus haut poids dans t∗. Choisissons un système de racines positives ∆+ tel que
µ+ 2ρc soit dominant. Soit ρ la demi�somme des racines positives de ∆+.

Proposition 4.6. [40, prop 4.1] µ+ 2ρc − ρ est dominant ou bien il existe une racine simple
non�compacte β telle que

2〈µ+ 2ρc − ρ;β〉
〈β;β〉

= −1 . (4.2)

Dé�nition 4.7. Avec les notations de la proposition précédente, posons

λ(µ) =
{
µ+ 2ρc − ρ si µ+ 2ρc + ρ est dominant ,
µ+ 2ρc − ρ+ 1

2β sinon .

Alors λ(µ) est dominant par rapport à φ+. Soit b0 la sous�algèbre parabolique θ�stable
de g déterminée par λ(µ) comme dans les équations 4.1.

Théorème 4.8. [40],[5]

1. λ(µ) est régulier si et seulement si π est une série discrète. Dans ce cas, π est in�nitési-
malement équivalente à la série discrète de paramètre de Harish�Chandra λ(µ).

Si λ(µ) est singulier, b0 détermine un sous�groupe parabolique P = MAN ( G et une
représentation irréductible ξ(µ) de M de plus haut poids λ(µ)− ρ(m).

2. Supposons que λ(µ) est singulier. Pour tout ν ∈ (a∗0)C, la série principale (généralisée)
πξ(µ),ν contient le K�type µ avec une multiplicité égale à 1. Soit πξ(µ),ν(µ) l'unique sous�
quotient qui contient µ comme K�type. Il existe ν tel que π a même caractère in�nitésimal
que πξ(µ),ν . Alors, pour un tel ν, π est in�nitésimalement équivalente à πξ(µ),ν(µ) . De plus,
πξ(µ),0 est réductible si et seulement si µ+ 2ρc − ρ est dominant et

〈µ+ 2ρc − ρ, α〉 = 0 , α simple⇒ α non�compacte .

Les sous�représentations de πξ(µ),0 sont alors des limites de séries discrètes et toutes les limites
de séries discrètes apparaissent sous cette forme, exactement une fois.

Supposons que Re ν > 0. Alors,

π ' πξ(µ),ν(µ) = Jξ(µ),ν

est le quotient de Langlands de la série principale πξ(µ),ν .
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Revenons maintenant au cas G = Sp(n, 1) et reprenons les notations du chapitre 2 pour
dé�nir t, ∆, et ∆+

c .
Soit µ =

∑n+1
j=1 µjεj ∈ K̂ n'étant pas le K�type minimal d'une série discrète ou le K-type

minimal d'une limite de série discrète. Choisissons ∆+ tel que µ+ 2ρc soit dominant. D'après
ce qui précède, une des deux conditions suivantes (exactement) est réalisée :

� µ+ 2ρc − ρ est dominant et il existe α une racine simple compacte telle que 〈µ+ 2ρc −
ρ, α〉 = 0 ;

� il existe une racine simple non�compacte β comme dans l'équation (4.2).
Soit q ⊃ b0 une sous�algèbre parabolique θ�stable de g. Posons

µL = µ− 2ρ(u ∩ p) .

Alors, µL est une représentation irréductible de L ∩ K. De plus, P ∩ L est un sous�groupe
parabolique minimal de L,

P ∩ L = M ∩ L ·A ·N ∩ L

est une décomposition d'Iwasawa de P ∩L, et ξ(µL) est le plus haut poids d'une représentation
irréductible du groupe compact (réductif)M ∩L. Pour éviter toute confusion, notons les séries
principales de la façon suivante :

πG
ξ(µ),ν = IndG

P ξ(µ)⊗ eν ⊗ 1 , πL
ξ(µL),ν = IndL

P∩L ξ(µL)⊗ eν ⊗ 1 ,

et de même avec les quotients de Langlands. En particulier, JL
ξ(µL),ν contient le L ∩K�type

µL avec une multiplicité égale à 1.

Dé�nition 4.9. Le K�type µ est dit L�trivial (relativement à q = l ⊕ u) si la restriction de
µL à la partie semi�simple de L ∩K est triviale.

Le théorème suivant permet de construire les séries complémentaires de Sp(n, 1) à partir
de séries complémentaires de sous�groupes L pour lesquels le paramètre λ(µL) est d'un type
bien particulier. Rappelons (théorème 2.4) que si µ est le K�type minimal d'une limite de
série discrète, alors pour tout ν tel que Reν > 0, le quotient de Langlands Jξ(µ),ν n'est pas
unitarisable.

Théorème 4.10. [5] Soit µ un K�type qui n'est pas le K�type minimal d'une série discrète
ou d'une limite de série discrète. Alors il existe une sous�algèbre parabolique θ�stable q ⊃ b0,
construite explicitement, telle que

1. Les quotients de Langlands JG
ξ(µ),ν et JL

ξ(µL),ν sont tous deux unitarisables ou bien tous
deux non unitarisables.

2. Si les quotients JG
ξ(µ),ν et JL

ξ(µL),ν sont unitarisables, alors

Ri(JL
ξ(µL),ν) =

{
JG

ξ(µ),ν si i = s,

0 sinon.

En outre, si µ véri�e la condition suivante,

Soit q est une sous�algèbre parabolique θ�stable telle que q ⊃ b0. Alors,
l0 possède un facteur simple isomorphe à sp(m, 1), m > 1 ⇒ µ n'est pas L�trivial,

(4.3)

alors exactement un des deux cas suivants est réalisé.
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� La restriction de ξ(µL) à m0 ∩ [l0, l0] est la représentation triviale, ou bien
� [l0, l0] = sp(m, 1), m > 1 et µL = aεn+1 avec a > 0.

Dans les 2 cas, il existe ν(µ) > 0 tel que Jξ(µ),ν est unitarisable si et seulement si 0 < ν ≤ ν(µ).
Les K�types qui ne satisfont pas à la condition (4.3) précédente sont de la forme

µ =
k∑

j=1

µjεj , (µk 6= 0) , 0 ≤ k ≤ n− 2 . (4.4)

Soit µ un tel K�type. Alors, la restriction de ξ(µL) à m0 ∩ [l0, l0] est la représentation triviale
(autrement dit, la restriction de µL à la partie semi�simple de L ∩ K est la représentation
triviale). De plus, L = Tk × Sp(n− k, 1) et le quotient JG

ξ(µ),ν est unitarisable si et seulement

si 0 < ν ≤ n− k − 1/2 ou ν = n− k + 1/2.

Remarque 4.11. Ce théorème permet essentiellement de se ramener au cas des séries sphé-
riques, c'est�à�dire les séries principales avec un M�paramètre trivial, qui est connu d'après
[25] ou [4]. Le seul cas qui n'est pas traité de cette façon est µ = aεn+1. Dans ce cas il est
nécessaire de se référer à [4], car le sous�groupe L est G lui-même, et µ = µL n'est pas trivial.

Les représentations isolées apparaissent toutes comme induites cohomologiques d'une re-
présentation unitaire de dimension 1 (de poids µL) d'un sous�groupes L de la forme Tk ×
Sp(n− k, 1).

Nous ne donnons pas la démonstration de ce théorème, mais nous rappelons comment est
construite la sous�algèbre parabolique dans chaque cas et nous identi�ons les sous�groupes L
correspondants.

Pour cela nous aurons besoin d'identi�er l'algèbre de Lie sp(n, 1) avec une sous�algèbre de
sp(n+ 1,C), ce que nous faisons de la manière suivante. Rappelons que Sp(n, 1) est le groupe
des matrices dans Mn+1(H) qui laissent invariante la forme

q =
n∑

i=1

dqi ⊗ dqi − dqn+1 ⊗ dqn+1 .

Ecrivant H = C + jC et qi = zi + jzi+n+1, on obtient

q =
∑n

i=1(dzi ⊗ dzi + dzi+n+1 ⊗ dzi+n+1)− (dzn+1 ⊗ dzn+1 + dz2n+2 ⊗ dz2n+2)
+j(

∑n
i=1 dzi ∧ dzi+n+1 − dzn+1 ∧ dz2n+2) .

Par conséquent, Sp(n, 1) peut être vu comme un sous�groupe du groupe des matrices dans
M2n+2(C) qui laissent invariante la forme symplectique

ω =
n∑

i=1

dzi ∧ dzi+n+1 − dzn+1 ∧ dz2n+2 ,

et ce groupe est lui�même conjugué à Sp(n + 1,C) par la matrice
(

12n+1 0
0 −1

)
. En e�ectuant

ces identi�cations, on trouve que sp(n, 1) est l'ensemble des matrices dans M2n+2(C) de la
forme

sp(n, 1) '




M1 X1 −M2 X2

X
tr
1 z1 X

tr
2 z2

M2 X2 M1 −X1

Xtr
2 −z2 −Xtr

1 z1

 ,

M1,M2 (n, n)matrices
M1 +M∗

1 = 0
M2 symétrique
z1 imaginaire

 ⊂ sp(n+ 1,C) .
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Notons (Eij) la base canonique de l'espace des matrices. Les sous�espaces propres des racines
de ∆(g, t) sont

gεi−εj = C(Ei,j − Ej+n,i+n) gεi+εj = C(Ei,j+n + Ej,i+n)
g−εi−εj = C(Ei+n,j + Ej+n,i) g2εi = CEi,i+n

g−2εi = CEi+n,i

Venons�en maintenant à la description des sous�algèbres paraboliques. Soit µ =
∑
µiεi comme

dans la condition (4.3). Alors µn−1, µn et µn+1 ne sont pas tous nuls. On véri�e facilement
que

µ+ 2ρc =
n∑

j=1

(µj + 2n− 2j + 2)εj + (µn+1 + 2)εn+1 .

Soit j tel que
µj−1 + 2n− 2j + 4 > µn+1 + 2 ≥ µj + 2n− 2j + 2 .

Alors µ + 2ρc est dominant par rapport à la chambre Cj−1. On dé�nit alors t0 et t1 comme
les plus grands entiers tels que

µj−t0 = · · · = µj = · · · = µj+t1 = y .

Remarque Le sous�groupe parabolique déterminé par λ(µ) n'est pas celui qui apparaît dans
la première partie. Il est ici déterminé par le choix de la racine εn+1− εj . Plus précisement, le
sous�groupe parabolique P est construit comme celui dé�ni page 14, mais en partant de

a =

X =


0j−1 0 0 0

0 0 0 t
0 0 0n−j 0
0 t 0 0

 ; t ∈ R

 ⊂ p .

Posons

γ =
j−t0−1∑

k=1

(n−k+1)εk +
j+t1∑

k=j−t0

(n−j+ t0 +1)εk +
n∑

k=j+t1+1

(n−k+1)εk +(n−j+ t0 +1)εn+1 ,

et soit q la sous�algèbre parbolique θ�stable déterminée par γ. Il vient alors, si y > 0,

l ∩ g0 =

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

0
BBBBBBBBB@

D1 0 0 0
0 A 0 X
0 0 D2 0

0 −X
tr

0 z

0

0

−D1 0 0 0

0 −Atr 0 −X
0 0 −D2 0

0 −Xtr 0 −z

1
CCCCCCCCCA

;

D1, D2 diagonales imaginaires
D1 de taille (j − t0 − 1)
D2 de taille (n − j − t1)
A antihermitienne de taille

(t0 + t1 + 1)× (t0 + t1 + 1)
z imaginaire

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

.

Nous avons donc un isomorphisme d'algèbres de Lie

l ∩ g0
∼−→ u(t0 + t1 + 1, 1) ⊕ (iR)n−t0−t1−1

(D1, A, ,X,D2, z) 7−→
(( A X

−Xtr
z

)
, (D1, D2)

) .

Par conséquent, L ' U(t0 + t1 + 1, 1)× Tn−t0−t1−1.
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Si y = 0, on trouve

l =




D 0 0 0
0 A 0 C
0 0 −D 0
0 B 0 −Atr

 ;
D diagonale imaginaire de taille k
A,B,C carrées de taille (t0 + t1 + 1)
B,C symétriques

 .

Donc,

l ∩ g0 =

M =


D 0 0 0 0 0

0 A X 0 −B Y

0 X
tr

z1 0 Y
tr

z2
0 0 0 −D 0 0

0 B Y 0 −Atr −X

0 Y
tr −z2 0 −Xtr −z1

 ;
A,B,C carrées de taille
(t0 + t1 + 1) , A+A∗ = 0 ,
B,C symétriques,

z1 imaginaire


' sp(t0 + t1 + 1, 1)⊕ (iR)n−t0−t1−1 .

Le dernier isomorphisme est donné par

l ∩ g0
∼−→ sp(t0 + t1 + 1, 1) ⊕ (iR)n−t0−t1−1

(A,B,D, z1, z2) 7−→
(( A X −B Y

X
tr

z1 Y
tr

z2
B Y −Atr −X

Y
tr −z2 −Xtr −z1

)
, D

) .

Nous trouvons donc L ' Tn−t0−t1−1 × Sp(t0 + t1 + 1, 1).
Remarquons encore que si j = n et µL|[l0,l0]

= 0, nous devons avoir t0 = t1 = 0 et donc
[l0, l0] = sp(1, 1). Ce cas correspond à une série sphérique. Si j 6= n, nous avons µL = µn+1εn+1

avec µn+1 6= 0 et µL n'est pas le K�type minimal de la série sphérique.
Passons maintenant aux K�types qui interviennent dans la condition (4.4). Ici, on pose

γ =
∑k

j=1(n− j + 1)εj et soit q déterminée par γ. Il vient

l =




D 0 0 0
0 A 0 C
0 0 −D 0
0 B 0 −Atr

 ;
D diagonale imaginaire de taille k
B,C symétriques
de taille (n− k + 1, n− k + 1)

 .

Donc,

l ∩ g0 =


M =


D 0 0 0 0 0

0 A X 0 −B Y

0 X
tr

z1 0 Y
tr

z2
0 0 0 −D 0 0

0 B Y 0 −Atr −X

0 Y
tr −z2 0 −Xtr −z1

 ;

D diagonale imaginaire de taille k
A,B carrées de taille
(n− k) , A+A∗ = 0 ,
B symétriques,

z1 imaginaire


' sp(n− k, 1)⊕ (iR)k .

Par conséquent,

L ' Tk × Sp(n− k, 1) .
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4.2 Construction géométrique

Résultats de Wong

H�W. Wong démontre dans [44] le théorème suivant, qui fait le lien entre l'induction
cohomologique et le complexe de Dolbeault.

Théorème 4.12. 1. L'image de ∂V est fermée.
2. H i(G/L; ∂V ]) est une représentation continue admissible de G sur un espace de Fréchet.

Le (g,K)�module sous�jacent est isomorphe à Ri(V ).

D'autre part, Wong démontre également que H i(G/L; ∂V ]) possède la propriété universelle
suivante :

Toute représentation continue admissible de G sur un espace de Fréchet dont le (g,K)�
module sous�jacent est Ri(V ) s'injecte continuement et de manière G-équivariante dans l'es-
pace de Fréchet H i(G/L; ∂V ]).

Nous donnons ici les grandes lignes de la démonstration. Celle-ci repose sur l'étude de deux
�brations, qui apparaissent dans le diagramme suivant.

L/L ∩K
↓

K/L ∩K −→ G/L ∩K −→ G/K
↓

G/L

Tout d'abord Wong montre que le complexe de Dolbeault a même cohomologie C∞ que le
complexe suivant sur G/L ∩K.

espace des sections : A∗(V ) =
(
C∞(G)⊗ ∧∗(l ∩ p⊕ u)∗ ⊗ V ]

)L∩K

opérateur : D ou DWong,

DWongf(X1 ∧ ... ∧Xp+1) =
p+1∑
i=1

(−1)i(r ⊗ ρ)(Xi)f(X1 ∧ ... ∧ X̂i ∧ ... ∧Xp+1)

+
∑
k<l

(−1)k+lf(p([Xk, Xl]) ∧X1 ∧ ... ∧ X̂k ∧ ... ∧ X̂l ∧ ... ∧Xp+1) ,

où p : q → l∩p⊕u est la projection relative à la décomposition L∩K�équivariante l = l∩k⊕l∩p.
Le même résultat est vrai au niveau algébrique pour le complexe qui permet de calculer

Ri(V ).
La démonstration est basée sur la suite spectrale issue de la �ltration

Ai
r(V ) =

(
C∞(G)⊗⊕k≥r(∧i−k(l ∩ p)∗ ⊗ ∧ku∗)⊗ V ]

)L∩K
.

Tout d'abord on véri�e que le complexe(
E0,q

1 = {f ∈ Aq
q; df ∈ A

q+1
q+1}, D

)
a même cohomologie que le complexe de Dolbeault. En e�et, si f ∈ E0,q

1 et Df = 0, alors∑
(−1)kXkf(X1∧ ...∧X̂k∧ ...∧Xp+1)+

∑
(−1)k+lf([Xk, Xl]∧X1∧ ...X̂k...X̂l...∧Xp+1) = 0 ,
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ce qui montre que f est l0�invariante, donc L�invariante par connexité, et est le pull�back
d'une forme fermée.

L'étape suivante consiste à montrer que

φ : Ep,q
0 = Ap+q

q /Ap+q
q+1 −→

(
C∞(G)⊗ (C∞(L)⊗ V ] ⊗ ∧qu∗ ⊗ ∧p(l ∩ p)∗)L∩K

)L

dé�nie par φ(f)(g)(X1 ∧ ... ∧Xq ⊗ Y1 ∧ ... ∧ Yp) = (g.f)(X1 ∧ ... ∧Xq ∧ Y1 ∧ ... ∧ Yp) est un
isomorphisme de G�modules (topologique) où l'action de G sur f est à gauche. On s'intéresse
donc au complexe

(C∞(L)⊗ V ] ⊗ ∧qu∗ ⊗ ∧p(l ∩ k)∗)L∩K = (C∞(L)⊗ ∧p(l ∩ k)∗)L∩K ⊗ (V ] ⊗ ∧qu∗)

qui n'est autre que le complexe de De Rham. Une application du lemme de Poincaré pour
l'espace contractile L/L ∩K, permet alors de montrer que Ep,q

1 est nul pour p > 0. (Ce point
est classique pour le cas algébrique et demande des arguments dans le cas géométrique.) Il
n'est alors pas di�cile de se convaincre que l'inclusion E0,q

1 → Aq induit un isomorphisme en
cohomologie. Ceci termine l'étude de la �bration faisant intervennir G/L.

On utilise ensuite la seconde �bration, et la suite spectrale obtenue en remplaçant le rôle
joué par l∩p dans la première �bration par u∩k. L'argument qui remplace le lemme de Poincaré
est le théorème de Bott�Borel�Weil généralisé. La condition suivante est alors cruciale. On
supppose que

∀q ≥ 0 , H i(K/L ∩K,V ] ⊗ ∧q(p/u ∩ p)) = 0 si i 6= s . (4.5)

Sous cette condition, on obtient que H i(A,D) = 0 pour i 6= s et que Hs(A,D) →
Ker(d1 : Es,0

1 → Es,1
1 ) est un isomorphisme. En particulier, ceci démontre la première par-

tie du théorème sous la condition 4.5.
Pour la seconde assertion, considérons l'application

∆G :
(
C∞(G)⊗ V ] ⊗ ∧i(l ∩ p⊕ u)∗

)L∩K

(K)
→ HomU(l∩k)(U(g);V ] ⊗ ∧i(l ∩ p⊕ u)∗)

dé�nie pour f =
∑
fk⊗wk tel que

∑
X.fk⊗wk+fk⊗X.wk = 0 pour toutX ∈ u par ∆(f)(u) =∑

u.fk(e) ⊗ wk. Alors Wong démontre que ∆G induit un isomorphisme en cohomologie. La
principale di�culté est de montrer que H i(A;D) est admissible. Finalement la condition (4.5)
est supprimée par un argument de produit tensoriel par une représentation de dimension �nie.

En interprétant ce résultat de H�W. Wong et celui de M.W. Baldoni et D. Barbasch que
nous avons rappelé dans le paragraphe précédent pour les groupes Sp(n, 1), nous obtenons
donc le corollaire suivant.

Corollaire 4.13. Soit µ ∈ K̂ véri�ant 4.4. Il existe une unique série isolée Iµ de Sp(n, 1)
telle que l'on ait un isomorphisme de (g,K)�modules

Iµ
(K) ' Hs(G/L;Lχ)(K) ,

où L = Tk×Sp(n−k, 1), χ = µL+2ρ(u) = µ+2ρ(u∩k) et Lχ est le �bré en doites holomorphe
associé à χ. De plus µ est l'unique K�type minimal de Iµ.
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Unitarité

Nous avons vu que toute représentation in�nitésimalement équivalente à H i(G/L,Lχ)
s'y injecte continuement. D'autre part, on sait que l'induction cohomologique se comporte
assez bien avec l'unitarité, et produit souvent à partir de représentations unitaires de L des
représentations unitaires de G. Nous avons rappelé que c'était le cas pour les groupes Sp(n, 1).
Notons que dans ce cas, l'unitarisabilité est obtenue grace à l'inégalité de Dirac, mais que cette
méthode ne s'applique pas lorsque le rang réel de G est supérieur à 1. En général un résultat
assez fort est le suivant. Soit λ le caractère in�nitésimal de V . Si

〈λ+ ρ(u), α〉 > 0 , ∀α ∈ ∆(u) ,

alors Rs(V ) est in�nitésimalement unitaire. Cependant les espaces H i(G/L,Lχ) sont souvent
trop grands pour posséder eux�mêmes une structure unitaire. Il est donc important de com-
prendre lorsque l'on sait queH i(G/L,Lχ) est unitarisable, comment construire un sous�espace
contenant tous les vecteurs K��nis et possédant une structure d'espace de Hilbert sur laquelle
G agit continuement par des opérateurs unitaires.

Lorsque L est compact, et en particulier si G l'est, la variété G/L possède une forme
hermitienne invariante dé�nie positive, et H i(G/L,Lχ) porte une structure unitaire naturelle
lorsqu'il est unitarisable. Or les représentations obtenues dans ce cas particulier sont des séries
discrètes. Celles�ci sont étudiées par W. Schmid [36]. Dans le cas général on dispose cependant
d'une forme invariante non�positive et d'une forme positive non�invariante.

Lemme 4.14. 1. Soit D = G/L une variété de drapeaux. Alors D possède une forme
hermitienne G-invariante non�dégénérée, de signature (r, s), avec r + s = dimCG/L (et
s = dimC(K/L∩K)). En particulier, cette forme est positive si et seulement si L est compact.
2. Soit H un sous�groupe compact de G. Alors G/H possède une forme hermitienne G-
invariante non�dégénérée positive.

Démonstration. Soit B la forme de Killing sur g.
1. Pour X,Y ∈ u, posons 〈X,Y 〉inv = B(X,Y ). Comme B est non�dégénérée sur g et l, elle
est également non�dégénérée sur l⊥ = u⊕u. Donc 〈 , 〉inv est non�dégénérée sur u. Ceci dé�nit
une forme l�invariante sur T 0,1

eL G/L. On dé�nit donc bien une forme G�invariante sur G/L en
posant, pour X,Yinu, 〈 lgX, lgY 〉inv = 〈X, Y 〉inv.
2. Rappelons que θ est l'involution de Cartan. Posons 〈X, Y 〉pos = −B(X, θ(Y )). Cette forme
est dé�nie positive et H�invariante car H est compact. Nous obtenons donc une forme G�
invariante dé�nie positive sur G/H.

Si (Xi) est une base orthonormale de u pour 〈 , 〉inv, on obtient une forme L�invariante
non�dégénérée sur ∧ku en imposant aux vecteurs Xi1 ∧ ... ∧ Xik (i1 < · · · < ik) de former
une base orthonormale de ∧ku. Cette forme ne dépend pas de la base orthonormale choisie. Si
V est une représentation unitaire de L de dimension �nie on obtient une forme hermitienne
G�invariante sur le �bré G×L V ⊗ ∧∗u encore noté 〈 , 〉inv.

Dé�nition 4.15. Soit ∂V l'opérateur de Dolbeault des formes holomorphes à valeurs dans V .

Son adjoint ∂
∗,inv
V est l'unique opérateur G�invariant dé�ni sur les formes à support compact

par ∫
G/L

〈∂ ∗,inv
V ω1, ω2〉inv dx =

∫
G/L

〈ω1, ∂V ω2〉inv dx .
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Il faut noter que le � laplacien � ∂V ∂
∗,inv
V + ∂

∗,inv
V ∂V n'est pas en général un opérateur

elliptique. La notion de forme harmonique qui convient doit donc être modi�ée.

Dé�nition 4.16. Une forme ω à support compact est dite fortement harmonique si

∂V ω = ∂
∗,inv
V ω = 0 .

L'espace des formes fortement harmoniques à support compact est noté Hi
c(G/L, V ).

L'avantage des formes fortement harmoniques est qu'il existe une application bien dé�nie

Hi
c(G/L, V ) −→ H i(G/L, V ) .

Pour construire un espace de Hilbert, il faut une forme positive sur G/L. La donnée d'une
section C∞ de G/L ∩ K → G/L dé�nie une telle forme sur G/L d'après le lemme 4.14,2.
Notons qu'il n'existe pas de section G�invariante. La construction repose sur la proposition
suivante.

Proposition 4.17. Soit l⊥ l'orthogonale de l pour la forme de Killing. Alors l'application

K × l⊥ ∩ p0 × l ∩ p0 −→ G
(k,X, Y ) 7−→ k expX expY

,

est un di�éomorphisme.

Cette proposition détermine une section φ : G/L→ G/L ∩K de la façon suivante.

φ : G/L −→ G/L ∩K
gL 7−→ k(g) expX(g)L ∩K .

De plus la forme positive ainsi obtenue est K�invariante, car la forme de Killing l'est. Un
vecteur tangent en gL s'écrit de façon général lk(g) exp(X(g))ξ pour ξ ∈ l⊥. La forme positive
est alors donnée par

〈lk(g) exp(X(g))ξ, lk(g) exp(X(g))η〉pos = 〈ξ, η〉pos = −B(ξ, θ(η)) .

Dé�nition 4.18.

〈ω1, ω2〉pos =
∫

G/L
〈ω1(k(g) exp(X(g))), ω2(k(g) exp(X(g)))〉pos d gL ,

où ω1, ω2 sont à support compact.

Nous pouvons maintenant dé�nir un espace de Hilbert.

L0,p
2 (G/L,Lχ) = complété de l'espace des (0, p)�formes

à support compact relativement à 〈, 〉pos

Lemme 4.19. Si ω ∈ L0,p
2 (G/L,Lχ), alors 〈ω, ω〉inv <∞.

Démonstration. En e�et, si X,Y ∈ u, on a

|〈X,Y 〉inv| = |B(X,Y )| = |〈X, θ(Y )〉pos| ≤ ‖X‖pos‖θ(Y )‖pos = ‖X‖pos‖Y ‖pos .
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Proposition 4.20. [35] L'action à gauche de G sur l'espace de Hilbert L0,p
2 (G/L,Lχ) dé�nit

une représentation continue de G.

Soit Hi
2(G/L;Lχ) l'espace des formes L2 qui sont fortement harmoniques au sens des

distributions. Comme les espaces de cohomologies H i(G/L,Lχ) peuvent être calculés à partir
de formes distributions à la place de formes C∞, il existe une application naturelle

q : Hi
2(G/L;Lχ) −→ H i(G/L,Lχ) .

Rappelons que le degré intéressant est s. Supposons que

1. Hs
2(G/L;Lχ) 6= 0 et q 6= 0,

2. la forme invariante a pour radical l'image de ∂ sur Hs
2(G/L;Lχ),

3. la forme invariante est positive sur Hs
2(G/L;Lχ).

4. Posons Hi
2(G/L;Lχ) = Hs

2(G/L;Lχ)/Rad(〈 ; 〉inv). Lorsque les conditions précédentes
sont réalisées Hs

2(G/L;Lχ) est un espace préhilbertien pour 〈 ; 〉inv. On supppose en
outre que c'est un espace de Hilbert.

Sous ces conditions,Hs
2(G/L;Lχ) est un espace de Hilbert qui fournit la représentation unitaire

de G cherchée.
L'étude de ces hypothèses est abordée de la façon suivante. Tout d'abord, il faut retrouver

le paramètre de Langlands de Hs
2(G/L;Lχ) (en supposant que les conditions soient véri�ées).

Cela est possible par exemple lorsque

〈χ+ 2ρ(u), α〉 > 0 , ∀α ∈ ∆(g, t) , (4.6)

car le résultat analogue pour l'induction cohomologique est connue. Notons (P, ξ, ν) ces para-
mètres.

Théorème 4.21. [6] Il existe une application

S : C∞(G/P, ξ ⊗ ν) −→ Γs(G/L,Lχ) ,

construite explicitement et véri�ant :

1. S est un opérateur d'entrelacement continu.

2. L'image est S est contenue dans Hs
2(G/L;Lχ).

3. q ◦ S 6= 0.

Supposons que (4.6) est véri�ée. Le résultat le plus général à ma connaissance concernant
la forme invariante est le suivant.

Théorème 4.22. [9] L'image de S en cohomologie contient l'espace des vecteurs K��nis de
Hs(G/L,Lχ).

Si ρ(l) est non�singulier, si L est l'ensemble des points �xes d'une involution et si G et L
ont même rang réel, les conditions (1)�(4) sont véri�ées.
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4.3 Lien avec la K-théorie

Fibrations et opérateurs di�érentiels

Nous avons vu que diverses �brations intervenaient dans la compréhension de la cohomo-
logie des variétés de drapeaux. En vue de réinterpréter en termes K�théoriques les complexes
intervenant dans ces �brations, et en particulier les produits de Kasparov en K�théorie, nous
aurons besoin du lemme général suivant.

Lemme 4.23. Soit H0 un groupe de Lie connexe linéaire, et H2 ⊂ H1 des sous�groupes de
Lie connexes. Nous avons ainsi une �bration

H1/H2
i−→ H0/H2

↓ p
H0/H1

1. Soit V une représentation unitaire de dimension �nie de H2 et V1, V0 les �brés hermitiens
associés respectivement sur H1/H2 et H0/H2. Soit d un opérateur di�érentiel H1�équivariant
sur V1. Il existe un unique opérateur d̃ H0�équivariant sur V0 tel que

∀σ ∈ Γ∞(V0) , i∗d̃σ = di∗σ .

De plus pour tout x ∈ H0/H2, ξ ∈ T ∗xH0/H2 non�nul et v ∈ (V0)x,

i∗σξ(d̃)v = σi∗ξ(d)i∗v .

2. Supposons de plus que l'on ait une section équivariante de la suite exacte

0 −→ TH1/H2 −→ TH0/H2 −→ p∗TH0/H1 −→ 0 .

Ceci détermine une projection

p∗ : T ∗H0/H2 −→ p∗TH0/H1 .

1. Supposons que E est un �bré équivariant sur H0/H1 muni d'une connexion équivariante
∇E et mE : Γ∞(T ∗H0/H1 ⊗ E) −→ Γ(E) est un morphisme équivariant. Alors D =
mE ◦ ∇E est un opérateur di�érentiel H0�équivariant sur E. Soit ∇p∗E le pull�back de
∇E . Alors

D̃ = mE ◦ (p∗ ⊗ 1) ◦ ∇p∗E

est l'unique opérateur di�érentiel H0�équivariant véri�ant
� ∀σ ∈ Γ∞(E) ,

p∗Dσ = D̃p∗σ , (4.7)

� ∀f ∈ C∞(H0/H2) , σ ∈ Γ∞(p∗E) ,

D̃(fσ) = mE(p∗df ⊗ σ) + fD̃σ . (4.8)

2. Supposons que H0/H1 est muni d'une structure de variété complexe H0�invariante. Soit
D l'opérateur de Dolbeault des formes à valeurs dans un �bré holomorphe E sur H0/H1.
Notons p0,1 la projection canonique T ∗H0/H1 → T 0,1H0/H1.

Alors il existe un unique opérateur di�érentiel D̃ sur p∗(∧T 0,1H0/H1 ⊗ E) tel que
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� ∀σ ∈ Γ∞(E) ,
p∗Dσ = D̃p∗σ ,

� ∀f ∈ C∞(H0/H2) , σ ∈ Γ∞(p∗(∧T 0,1H0/H1 ⊗ E)) ,

D̃(fσ) = p0,1p∗df ∧ σ + fD̃σ . (4.9)

Dans les deux cas les symboles véri�ent

p∗∗σξ(D̃)v = σp∗ξ(D)p∗∗v ,

où
p∗∗ : π∗2p

∗E = p∗∗π
∗
1E −→ π∗1E

πi : T ∗H0/Hi −→ H0/Hi (i = 1, 2)

Démonstration. 1. est évident. Pour 2. les assertions 1. et 2. se démontrent de la même façon.
Montrons 1. Tout d'abord il est clair que D̃ véri�e les équations (4.7,4.8). Il faut montrer que
celles�ci dé�nissent bien un opérateur di�érentiel. Soit f ∈ C∞(H0/H2) , g ∈ C∞(H0/H1)
partout non�nulle et σ ∈ Γ∞(E). Il faut montrer que D̃(fp∗gp∗(g−1σ)) = D̃(fp∗σ). Or,

D̃(fp∗gp∗(g−1σ)) = mE(p∗d(fp∗g)⊗ p∗(g−1σ)) + fp∗gp∗D(g−1σ)
= mE(p∗(df)p∗g ⊗ p∗g−1p∗σ) +mE(fp∗dp∗g ⊗ p∗g−1p∗σ)

+fp∗gmE(p∗dp∗g−1 ⊗ p∗σ) + fp∗gp∗g−1D̃p∗σ

= mE(p∗df ⊗ p∗σ) + fD̃p∗σ + f mE(p∗d(p∗gg−1)⊗ p∗σ)
= D̃(fp∗σ) .

Par conséquent, D̃ est bien dé�ni.
Pour l'unicité, il su�t de remarquer que si σ est une section de p∗E , et σi une base (locale)

de E , il existe des fonctions fi telles que σ =
∑
fip

∗σi, et donc D̃ est dé�ni par les formules
(4.7,4.8). On véri�e facilement que les formules (4.7,4.8) sont H0�équivariantes.

Remarquons en�n que le symbole de D en ξ ∈ T ∗xH0/H2 est donné par imE(ξ) ∈ End(Ex)
où mE(ξ)v = mE(ξ ⊗ v) pour v ∈ Ex et le symbole de D̃ par une formule analogue.

Proposition 4.24. Supposons que H1 est compact. Alors les hypothèses du lemme précédent
sont véri�ées. Soit d (resp. D) un opérateur di�érentiel d'ordre 1 elliptique H1�équivariant
(resp. H0�équivariant véri�ant les hypothèses du lemme) sur H1/H2 (resp. H0/H1). Alors,

DH0/H2 = d̃⊗ 1 + 1⊗ D̃

est un opérateur di�érentiel elliptique H0�équivariant sur H0/H2.
De plus, dans KKH0 (C0(H0/H2),C),[

DH0/H2

]
= indH2

H1
[d]⊗C0(H0/H1) [D] .

Induction de Bott

Soient G est un groupe de Lie compact connexe, T un sous�groupe de Cartan et G/L une
variété de drapeaux telles que T ⊂ L. Alors T est un sous�groupe de Cartan de L. Considérons
la �bration

L/T → G/T
↓p
G/L .
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Les trois variétés sont complexes. Il convient de choisir soigneusement ces structures. Com-
mençons par G/L. Nous prenons la structure complexe déterminée par le choix de q = l⊕ u.
Ce choix est di�érent de celui e�ectué jusqu'à présent, et la raison de ce changement est néces-
saire pour des raisons de compatibilité avec la formule de Weil, comme il apparaît ci-dessous.
Choisissons ensuite un système de racines ∆+ positif pour le système ∆(t, g) contenant ∆(u) et
tel que ∆(l) soit engendré par des racines simples. Ce choix détermine une structure complexe
sur G/T et l'espace tangent antiholomorphe en l'origine est t�isomorphe à

n−G =
∑

−α∈∆+

gα ,

les gα étant les espaces radiciels. Munissons L/T de la structure complexe induite. Cette
structure complexe est aussi déterminée par le système de racines positives ∆+(l) = ∆+∩∆(l).
En particulier l'espace tangent antiholomorphe à l'origine est

n−L =
∑

α∈∆+(l)

g−α .

Soit ∂
G/L

l'opérateur de Dolbeault sur G/L. Notons ∂
G/L,∗

son adjoint relativement à

la forme positive (invariante). Posons DG/L = ∂
G/L + ∂

G/L,∗
. Dé�nissons de la même façon

les opérateurs DG/T et DL/T respectivement sur les espaces G/T et L/T . Soit θG/T (resp.
θG/L, θL/T ) l'application qui à z ∈ C associe la fonction constante égale à z sur G/T (resp.
G/L, L/T ). Soit [θG/T ] ∈ KKG(C, C(G/T )) (resp. [θG/L], [θL/T ]) l'élément correspondant.
Dé�nissons l'induction de Bott de T à G par

nIBG
T

{
R(T ) −→ R(G) = KKG(C,C)

x 7−→ [θG/T ]⊗C(G/T ) indG
T x⊗C(G/T ) [DG/T ]

On dé�nit de même les applications nIBG
L et nIBL

T

Théorème 4.25. [15, corollary 6.1][14, proposition 6.1]. Soit λ ∈ t∗ intégral, et notons [Cλ]
l'élément de R(T ) correspondant. Soit ρ la demi�somme des racines de ∆+. Si λ + ρ est
singulier, alors nIBG

T λ = 0. Si λ+ ρ est régulier, alors il existe un unique élément w ∈W (G)
tel que w(λ+ ρ)− ρ soit dominant, et

nIBG
T [Cλ] = (detw)[Fw(λ+ρ)−ρ] ∈ R(G) .

On déduit de ce théorème que si [pFλ
] désigne le projecteur de K0(C∗(G)) associé à la

représentation irréductible de plus haut poids λ,

IndaD
G/T
λ = [pFλ

] .

Démonstration. Rappelons que le dénominateur de Weyl est l'élément de R(T )

∆G
T = eρ

∏
α∈∆+

(1− e−α) .

Commençons avec λ dominant. Nous avons

restTG ◦ nIBG
T [eλ] =

(∑
(−1)p[∧pn

−,∗
G ]
)
· λ .
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D'autre part,
∏

(1− eα) = det(1− ∧n
−,∗
G ) =

∑
(−1)p Trace(∧pn

−,∗
G ). On peut donc écrire

restTG ◦ nIBG
T eλ = (∆G

T )∗ · eλ+ρ .

Soit x ∈ Ĝ quelconque. Notons 〈 , 〉G (resp. 〈 , 〉T ) la forme biadditive sur R(G) (resp. R(T ))
dé�nie pour y, z ∈ Ĝ ( resp. R(T )) par 〈y, z〉G = δyz (resp. 〈y, z〉T = δyz). Alors par réciprocité
de Frobenius

〈 nIBG
T eλ, x〉G = 〈(∆G

T )∗ · eλ+ρ, restTGx〉T .

En outre pour tout w ∈W (G), on a w∆G
T = (detw)∆G

T . Comme les autres éléments de R(T )
intervenant dans le formule précédente sont invariants par l'action du groupe de Weyl, il vient

〈 nIBG
T eλ, x〉G = |W |−1〈(∆G

T )∗
∑
w

(detw)ew(λ+ρ), restTGx〉T .

En appliquant la formule de Weyl, nous obtenons donc

〈 nIBG
T eλ, x〉G = |W |−1〈(∆G

T )∗∆G
T restT

G[Vλ], restTGx〉T .

En appliquant alors la formule d'intégration de Weyl [29, théorème 4.45], il vient

〈 nIBG
T eλ, x〉G = 〈[Vλ], x〉G .

Ceci termine la démonstration lorsque λ est dominant.
Soit λ quelconque. Le début de la démontration montre qu'il existe une représentation

irréductible V de G telle que nIBG
T e

λ = ±[V ]. Il faut trouver le plus haut poids de V ,
relativement à ∆+. En développant (1− eα)−1 en série entière dans R[[T ]] à l'intérieur de la
formule de Weyl, il est classique d'obtenir :

restTG[Vλ′ ] =
∑

µ

(∑
w

(detw)P
(
λ′ + ρ− w(µ+ ρ)

))
eµ ,

où P(η) est le nombre de façon d'écrire η =
∑

α>0 nαα, avec nα ≥ 0. Il est alors facile de voir
que w(λ+ ρ)− ρ est un poids de V , et que ce poids est maximal, car λ est le plus haut poids
de V relativement à w−1∆+.

Proposition 4.26.
[
DG/T

]
= IndG

L

[
DL/T

]
⊗
[
DG/L

]
dans KKG(C(G/T ),C).

Démonstration. D'après la prop 4.24, il faut montrer que
[
DG/T

]
=
[
D̃L/T ⊗ 1 + 1⊗ D̃G/L

]
.

Montrons que les espaces hilbertiens sur lesquels agissent ces opérateurs sont isomorphes.
L'opérateur DG/T agit sur les sections du �bré

G×T ∧∗n−,∗
G .

D'autre part, l'opérateur D̃L/T
0 ⊗ 1 + 1⊗ D̃

G/L
0 agit sur les sections du �bré

G×T ∧∗n−,∗
L ⊗ ∧∗u .

Or, d'après le choix des structures complexes, nous avons un isomorphisme de T�modules

n−G = n−L ⊕ u .
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Nous en déduisons que les opérateurs agissent sur des �brés T�isomorphes. Il su�t donc de
montrer que ces opérateurs ont mêmes symboles à l'origine. Or, ceci est une conséquence du
lemme 4.23. En e�et, le symbole de DG/T

λ est

σξ

(
D

G/T
λ

)
= ext(ξ−)− int(ξ+) ,

où ξ ∈ T ∗eTG/T ⊂ (T ∗eTG/T )C = n−G⊕ n
−,∗
G s'écrit de manière unique ξ = ξ− + ξ+. Le symbole

de D̃L/T ⊗ 1 + 1⊗ D̃G/L est obtenu de la manière suivante. Nous avons

T ∗eTG/T ⊂ (T ∗eTG/T )C =
(
n−L ⊕ n

−,∗
L

)
⊕ (u⊕ u) .

Donc, avec les notations évidentes, tout ξ ∈ T ∗eTG/T s'écrit de manière unique sous la forme
ξ = ξ−L + ξ+L + ξu + ξu. Le symbole de D̃L/T ⊗ 1 + 1⊗ D̃G/L est alors donné par

σξ

(
D̃L/T ⊗ 1 + 1⊗ D̃G/L

)
=

(
ext(ξ−L )− int(ξ+L )

)
⊗ 1 + 1⊗

(
ext(ξu)− int(ξu)

)
= ext(ξ−L + ξu)− int(ξ+L + ξu)
= ext(ξ−)− int(ξ+) = σξ

(
DG/T

)
.

Proposition 4.27. Soit λ le plus haut poids d'une représentation irréductible de L. Alors

IndaD
G/L
λ ∈ K0(C∗(G)) est nul si et seulement si il existe α ∈ ∆(u) tel que 〈λ + ρ;α〉 = 0.

Si cet indice est non nul, il existe un unique w ∈ W (G)/W (L) tel que λ̃ = w(λ+ ρ)− ρ soit
dominant par rapport à ∆+, et dans K0(C∗(G)),

IndaD
G/L
λ = (detw)[pFλ̃

] .

Démonstration. D'après la proposition précédente, on a un diagramme commutatif 1

R(T )
↙ ↘

R(L) −→ R(G) .

La proposition résulte alors du théorème de Bott.

Remarque 4.28. Ce résultat est aussi une conséquence du théorème de Bott�Borel�Weil gé-
néralisé. Celui�ci s'obtient habituellement à partir du théorème 4.25 (version cohomologique),
en considérant la suite spectrale issue de la �bration L/T → G/T → G/L, de façon analogue
à celle utilisée par Wong. La méthode utilisée ici indique la marche à suivre dans le cas où G
n'est pas compact.

Indice de l'opérateur de Wong

Nous avons vu que la série isolée Iµ de K�type minimal µ =
∑k

i=1 µkεk, k ∈ {2, . . . , n−1}
était in�nitésimalement équivalente à

Iµ ' Hs(G/L,Lχ) ,

1Voir par exemple l'argument donné pour le diagramme 4.11
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avec L = Tk × Sp(n− k, 1) , χ = µL + 2ρ(u) = µ+ 2ρ(u ∩ k).
Comme L n'est pas compact, l'action de G sur G/L n'est pas propre et il n'est donc pas

possible de dé�nir l'indice analytique du complexe de Dolbeault. D'autre part on sait que
les indices d'opérateurs di�érientiels sur des variétés propres sont dans l'image de l'induction
de Dirac, ce qui indique que les variétés de drapeaux peuvent être intéressantes pour dé�nir
géométriquement des éléments de la K�théorie de la C∗�algèbre maximale de G qui ne soient
pas dans l'image de l'induction de Dirac. Nous ne sommes pas parvenus à mener à bien ce
programme. Cependant il apparaît naturel de calculer l'indice du complexe dé�ni par Wong
qui agit sur une variété propre et qui a même cohomologie C∞ que le complexe de Dolbeault
sur G/L, pour savoir pour quelle(s) série(s) isloée(s) intervien(nen)t.

Nous calculons dans cette partie l'indice en K�théorie du complexe de Wong (dé�ni page
39) obtenu à partir du complexe de Dolbeault à valeurs dans un �bré holomorphe en droites
Lχ sur une variété de drapeaux G/L, en supposant que G et K ont même rang ; puis nous
appliquons la formule obtenue aux représentations unitaires χ de L correspondants aux séries
isolées de Sp(n, 1).

Considérons tout d'abord la �bration L/L ∩K → G/L ∩K → G/L. Notons ∂
G/L

l'opé-
rateur de Dolbeault.

Lemme 4.29. Soit d
L/L∩K
DR l'opérateur de De Rham sur L/L ∩ K. L'opérateur DWong est

donné par la formule

DWong = d̃
L/L∩K
DR ⊗ 1 + 1⊗ ∂̃

G/L
.

Démonstration. Il faut véri�er que si α ∈ C∞(G/L ∩K) et f ∈ HomL∩K (∧∗u;C∞(G)),

DWongαf = (d̃DR ⊗ 1 + 1⊗ ∂̃)α ∧ f + αDWongf .

Or,

DWongαf(X1 ∧ ... ∧Xp+1) =
∑

(−1)kXk(αf)(X1 ∧ ...X̂k... ∧Xp+1)
+
∑

(−1)k+l(αf)(p([Xk, Xl]) ∧X1 ∧ ...X̂k...X̂l... ∧Xp+1)
=

∑
(−1)k(Xk.α)f(X1 ∧ ...X̂k... ∧Xp+1)

+α
(∑

(−1)kf(X1 ∧ ...X̂k... ∧Xp+1)

+
∑

(−1)k+lf(p([Xk, Xl]) ∧X1 ∧ ...X̂k...X̂l... ∧Xp+1)
)

=
(
(d̃DR ⊗ 1 + 1⊗ ∂̃)α ∧ f

)
(X1 ∧ ... ∧Xp+1)

+αDWongf(X1 ∧ ... ∧Xp+1) .

Pour calculer l'indice de cet opérateur, nous utilisons la �bration ci�dessous.

K/L ∩K → G/L ∩K
↓ p
G/K

La variété G/L possède la structure complexe de variété de drapeaux et K/L∩K la structure
induite, qui est aussi celle dé�nie par ∆(u∩ k). Choisissons maintenant un système de racines
positives ∆+ tel que ∆+ ⊃ ∆(u) et tel que ∆(l) soit engendré par des racines simples. Ceci
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détermine une structure spin G�invariante sur G/K, et de même ∆+(l) = ∆+ ∩ ∆(l) une
structure spin L�invariante sur L/L ∩K. Soit

p± =
∑

α∈∆+
n

g∓α .

Les espaces p+ et p− sont conjugués. Tout X ∈ p0 s'écrit de manière unique sous de la forme
X = X+ +X−.

Proposition 4.30. L'espace ∧p+, muni de l'action de p0 dé�nie par

γ(X)ω =
√

2(ext(X+)− int(X−))ω .

dé�nit un CliffC(p0)�module, isomorphe à SG/K . La décomposition SG/K = S+ ⊕ S− donnée
par le choix de ∆+ s'écrit alors

S+ = ∧pairp+ S− = ∧impairp+ .

Démonstration. Il faut montrer que pour tout X,Y ∈ p0, on

γ(X)γ(Y ) + γ(Y )γ(X) = −2〈X,Y 〉 .

Or,

γ(X)γ(Y ) + γ(Y )γ(X) = 2 ((ext(X+)− int(X−))(ext(Y +)− int(Y −)))
+2 ( [ext(Y +)− int(Y −)] [ext(X+)− int(X+)] )

= −2 ( [ext(X+)int(Y −) + int(Y −)ext(X−)]
+[ext(Y +)int(X−) + int(X−)ext(Y +)] )

= −2(〈X+, Y −〉+ 〈X−, Y +〉)
= −2〈X,Y 〉 .

La conclusion résulte alors de l'unicité de SG/K et de la comparaison des dimensions. La
dernière assertion est claire.

Sur G/K, considèrons l'opérateur de Dirac DG/K
η à valeurs dans Vη ∈ K̂. Sur K/L ∩K,

dé�nissons l'opérateur DK/L∩K = ∂
K/L∩K
λ + ∂∗,pos

λ , où l'adjoint ∂∗,pos
λ de l'opérateur de Dol-

beault ∂K/L∩K
λ sur K/L ∩K à coe�cients dans Wλ est pris par rapport à la forme positive

(invariante) sur K/L∩K. Nous supprimerons l'indice dans les notations lorsque les représen-
tations associées sont triviales. Considérons sur G/L ∩K, l'opérateur

DG/L∩K = D̃K/L∩K ⊗ 1 + 1⊗ D̃G/K .

Alors la proposition 4.24 s'écrit

Proposition 4.31. Dans KKG(C0(G/L ∩K),C),[
DG/L∩K

]
= indG

K

[
DK/L∩K

]
⊗C0(G/K)

[
DG/K

]
.
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Théorème 4.32. Soit λ ∈ t∗ le plus haut poids d'une représentation de L ∩ K. Alors

IndaD
G/L∩K
λ = 0 si et seulement si il existe α ∈ ∆(u∩k), tel que 〈λ−2ρ(u∩k)+ρc;α〉 = 0. Si

cet indice est non nul, il existe un unique w ∈W (K)/W (L∩K), tel que w(λ−2ρ(u∩k)+ρc)−ρc

soit ∆+
c �dominant et dans K0(C∗(G)),

Inda

(
D

G/L∩K
λ

)
= (−1)sInda

(
D

G/K
w(λ−2ρ(u∩k)+ρc)−ρc

)
.

Démonstration. Il su�t de montrer que

p∗

[
D

G/L∩K
λ

]
= (−1)s

[
D

G/K
w(λ−2ρ(u∩k)+ρc)−ρc

]
.

Soit θK/L∩K : C → C(K/L∩K) le morphisme qui à z ∈ C, associe la fonction constante égale
à z sur K/L ∩K. Dé�nissons l'induction de Bott IBK

L∩K par

IBK
L∩K

{
R(L ∩K) −→ R(K) = KKK(C,C)

x 7−→ [θK/L∩K ]⊗ indK
L∩K x⊗ [DK/L∩K ]

(4.10)

On a alors un diagramme commutatif

R(L ∩K)
indG

L∩K( · )⊗DG/L∩K

−−−−−−−−−−−−−→ KKG(C0(G/L ∩K),C)

IBK
L∩K

y yp∗

R(K) ∼−−−−−−−−−−→
indG

K( · )⊗DG/K
KKG(C0(G/K),C)

(4.11)

En e�et, pour tout x ∈ R(L ∩K) nous avons,

p∗
(
indG

L∩K x ⊗ DG/L∩K
)

= [p]⊗ indG
K

(
indK

L∩K x⊗DK/L∩K
)
⊗DG/K d'après la proposition 4.31 ,

= indG
K

([
θK/L∩K

]
⊗ indK

L∩K x⊗DK/L∩K
)
⊗DG/K car [p] = indG

K

[
θK/L∩K

]
,

= indG
K

(
IBK

L∩K x
)
⊗DG/K .

Il reste donc, d'après la commutativité du diagramme 1.1, à identi�er l'induction de Bott.
Cela est fait dans le paragraphe précédent, avec une autre normalisation. Notons K/T op la
variété K/T munie de la structure complexe obtenue à partir de −∆+

c , comme au paragraphe
précédent. Alors pour tout i > 0, la dualité de Serre s'écrit

H i(K/T op; Cλ)∗ ' Hm−i(K/T op; C−λ ⊗ ∧maxn−K) .

D'autre part,

Hm−i(K/T op; C−λ ⊗ ∧maxn−K) = Hm−i(K/T ; Cλ ⊗ ∧maxn+
K)∗ ,

car K/T est compact. D'autre part, nous avons par exemple nIBK
T [Cλ] =

∑
(−1)iH i(Cλ). Il

vient alors,
IBK

T [Cλ ⊗ ∧maxn+
K ] ' nIBK

T [Cλ] .

Ceci fait le lien avec les notations du paragraphe précédent, et permet de se référer au théorème
4.25. La �n de la démonstration est alors une simple application de ce théorème, compte-tenu
du fait que ∧maxn

+
K = C2ρc .
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Soit w ∈W (K). Dé�nissons une action S de W (K) sur T̂ , en posant

Sw(λ) = w(λ+ ρc)− ρc .

Prolongeons par additivité cette action à R(T ). Soit I(K) l'idéal de R(T ) engendré par les
éléments de la forme λ− Sw(λ). Avec ces conventions, lorsque L = T , le théorème précédent
et le fait que µr soit un isomorphisme permettent d'obtenir le résultat suivant.

Corollaire 4.33. L'application µr ◦ IBK
T se factorise à travers I(K) en un isomorphisme de

groupes abéliens
R(T )/I(K) ∼−→K0(C∗r (G)) .

Proposition 4.34. Supposons que L = T × Lss est le porduit d'un tore et d'un groupe semi�
simple. Soit χ une représentation unitaire de L de dimension 1. Dans K0(C∗(G)),

IndaD
Wong
χ = (−1)s

(∑
α

(−1)|α|IndaD
G/K
χ+α−2ρ(u∩p)

)
,

où α véri�e
Wα ⊂ SL/L∩K

χ+ α− 2ρ(u ∩ p) + ρc est ∆+
c�régulier

Démonstration. Il su�t d'évaluer l'indice sur les représentations irréductibles unitaires de G.
Soit π une telle représentation. Comme l'opérateur de Wong agit sur les sections du �bré
G×L∩K ∧∗(l ∩ p⊕ u)∗ ⊗ Cχ, il vient

π∗

(
Inda(D

Wong
χ )

)
= dim HomL∩K

(
∧+(l ∩ p⊕ u) ; H(K)

π ⊗ Cχ

)
−dim HomL∩K

(
∧−(l ∩ p⊕ u) ; H(K)

π ⊗ Cχ

)
.

En écrivant, p = p+ ⊕ p−, nous obtenons

∧l ∩ p = SL/L∩K ⊗ SL/L∩K,∗ .

Donc, en remarquant que les modules SL/L∩K
+ et SL/L∩K

− sont autoadjoints car dimL/L ∩K
est un multiple de 4,

π∗

(
Inda(D

Wong
χ )

)
=

(
dim HomL∩K

(
Cχ ⊗ S

L/L∩K
+ ⊗ ∧pair(l ∩ p+ ⊕ u) ; Hπ

)
− dim HomL∩K

(
Cχ ⊗ S

L/L∩K
+ ⊗ ∧impair(l ∩ p+ ⊕ u) ; Hπ

))
−
(
dim HomL∩K

(
Cχ ⊗ S

L/L∩K
− ⊗ ∧pair(l ∩ p+ ⊕ u) ; Hπ

)
− dim HomL∩K

(
Cχ ⊗ S

L/L∩K
− ⊗ ∧impair(l ∩ p+ ⊕ u) ; Hπ

))
D'autre part, nous avons un isomorphisme de L ∩K�modules

∧∗(u ∩ k)∗ ⊗ ∧∗p+ ' ∧∗(u ∩ k)∗ ⊗ ∧∗(l ∩ p+)⊗ ∧∗(u ∩ p)∗

' ∧∗u∗ ⊗ ∧∗(l ∩ p+)
(4.12)

Soit Wα ∈ L̂ ∩K est une représentation irréductible telle que Wα|T soit triviale. Alors
Wα peut être vue comme une représentation irréductible de la partie semi�simple Lss ∩ K.
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Comme Cχ est une représentation de dimension 1 de L∩K triviale sur la partie semi�simple,
la représentation Wα ⊗ Cχ est irréductible car elle l'est sur la partie semi�simple. Son plus
haut poids est α+ χ, autrement dit,

Wα+χ = Wα ⊗ Cχ .

Nous pouvons donc écrire

π∗IndaD
Wong
χ =

∑
Wα⊂S

L/L∩K
+

(
dim HomL∩K

(
Wχ+α ⊗ ∧pair(p+ ⊕ u ∩ k) ; Hπ

)
− dim HomL∩K

(
Wχ+α ⊗ ∧impair(p+ ⊕ u ∩ k) ; Hπ

))
−
∑

Wα⊂S
L/L∩K
−

(
dim HomL∩K

(
Wχ+α ⊗ ∧pair(p+ ⊕ u ∩ k) ; Hπ

)
− dim HomL∩K

(
Wχ+α ⊗ ∧impair(p+ ⊕ u ∩ k) ; Hπ

))
=

∑
Wα⊂SL/L∩K (−1)|α| π∗IndaD

G/L∩K
χ+α .

La conclusion résulte alors du théorème précédent.

Appliquons la formule précédente à G = Sp(n, 1), L = Tk × Sp(n− k, 1), µ =
∑k

j=1 µjεj ,
et λ = µL + 2ρ(u)− ρ(u ∩ p) = µ+ 2ρ(u ∩ k)− ρ(u ∩ p). Nous avons donc :

IndaD
Wong
λ = (−1)s

∑
α

(−1)αIndaD
G/K
µ+α−ρ(u∩p) , (4.13)

où α parcourt l'ensemble des représentations irréductibles de SL/L∩K telles que µ+α− ρ(u∩
p) + ρc soit ∆+

c �régulier.
Le lemme suivant est une reformulation du lemme 3.13 pour le groupe L.

Lemme 4.35. Soient

C̃i(l) =
{
η =

n+1∑
j=1

ηjεj ; ηk+1 ≥ · · · ≥ ηi ≥ ηn+1 ≥ ηi+1 ≥ · · · ≥ ηn

}
,

et Ci(l) le système de racines positives pour ∆(l) associé à cette chambre de Weyl fermée, et
ρi

n(l) la demi�somme des racines non�compactes positives pour l. Alors,

SL/L∩K =
n∑

i=k

Wρi
n(l) S

L/L∩K
+ =

∑
i pair

Wρn−i
n (l) S

L/L∩K
− =

∑
i impair

Wρn−i
n (l) .

Lemme 4.36. Soit Iµ l'unique série isolée de K-type minimal µ. Posons Iµ = Jξµ,ν . Alors,

1. χΛξµ,ν
= χµ+ρk

n(l)−ρ(u∩p)+ρc
. Soit χ ce caractère in�nitésimal. Alors χ est ∆+

c �régulier.

2. (a) χ est régulier (par rapport à ∆) si et seulement si µk > 1. Si χ est régulier, alors
pour tout i = 1, . . . , n, χµ+ρi

n(l)−ρ(u∩p)+ρc
= χ,

(b) Supposons que µk = 1 (χ est singulier). Alors, pour tout i > k, µ+ρi
n(l)−ρ(u∩p)+ρc

est singulier par rapport à ∆+
c .

Démonstration. On véri�e facilement que

ρc =
∑n

j=1(n− j + 1)εj + εn+1

ρ(u ∩ p) =
∑k

j=1 εj
ρi

n(l) =
∑i

j=k+1 εj + (n− i)εn+1 .

(4.14)
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D'où,

µ+ρi
n(l)−ρ(u∩p)+ρc =

k∑
j=1

(µj+n−j)εj+
i∑

j=k+1

(n−j+2)εj+
n∑

j=i+1

(n−j+1)εj+(n−i+1)εn+1 .

Calculons maintenant λ(µ). On a

µ+ 2ρc =
k∑

j=1

(µj + 2n− 2j + 2)εj +
n∑

j=k+1

(2n− 2j + 2)εj + 2εn+1 .

Nous voyons que µ+2ρc est dominant par rapport à ∆+ et pour β = εn−εn+1,
2〈µ+2ρc−ρ,β〉

〈β,β〉 =
−1. Il vient alors

λ(µ) =
k∑

j=1

(µj + n− j)εj +
n−1∑

j=k+1

(n− j)εj + 1/2(εn + εn+1) .

Le sous�groupe parabolique P ′ = M ′A′N ′ déterminé par λ(µ) l'est par le choix de β. Nous

trouvons a′0 =


 0 0 0

0 0 t
0 t 0

 ; t ∈ R

, le bloc supérieur gauche étant carré de taille n −

1. Alors M ′ est le centralisateur de a′0 dans K. Avec les notations similaires à celles de la
première partie, nous voyons que λ(µ) correspond à la représentation de plus haut poids
ξµ =

∑k+2
j=3 µj−2e

′
j . Le paramètre de Langlands est (avec ν = (n− k + 1/2)(e′1 + e′2) )

Λξ,ν = (n− k + 1)e′1 + (n− k)e′2 +
k+2∑
j=3

(µj−2 + n− j + 2)e′j +
n+1∑

j=k+3

(n− j + 2)e′n+1 ,

et cette forme linéaire est dans la chambre P ′k,k+1. Soit τ l'automorphisme de g qui envoie
b′ ⊕ a′ sur t et P ′k,k+1 sur Ck. Il vient

τ(Λξµ,ν) = µ+ ρk
n(l)− ρ(u ∩ p) + ρc .

Ceci démontre la première assertion et le début de la deuxième est alors claire. En outre, si
χ est singulier, on voit que µ + ρi

n(l) − ρ(u ∩ p) + ρc est orthogonale à la racine compacte
εk − εk+1, pour tout i > k. Ceci achève la démonstration du lemme.

Théorème 4.37. Si µk > 1, alors

IndaD
Wong
λ =

n∑
i=k

[πi(χ)] +
k∑

i=p(χ)

(n− k − 1)[Ji(χ)] +
n−2∑

i=k+1

(n− i− 2)[Ji(χ)] .

Si µk = 1, alors
IndaD

Wong
λ = [π(χ)] + [J(χ)] .

Démonstration. Tout d'abord, montrons que (−1)s = 1. En e�et,

s = 1/2(dim Sp(n)× Sp(1)− dim Tk × Sp(n− k)× Sp(1))
= 1/2(2n2 − n− k − 2(n− k)2 + n− k = k(2n− k + 1) ≡ 0 (mod 2) .

En se reportant au théorème 3.8, ainsi qu'au lemme 4.36, la conclusion résulte de l'équation
(4.13).



Annexe A

Structure de la C∗�algèbre maximale

de Sp(n, 1)

A.1 Extensions des C∗�algèbres

Dans cette partie, nous rappelons certains résultats de C. Delaroche sur les extensions des
C∗-algèbres. L'application en vue est la détermination explicite de la structure de certains
idéaux fermés de C∗(G). Le théorème de structure obtenu pour ces idéaux fait l'objet du
dernier paragraphe. Cette méthode a déjà été utilisée par C. Delaroche [18, VIII.6] pour
déterminer, après JM. Fell, la structure de C∗(SL2(C)) puis par R. Boyer et R. Martin [16]
pour déterminer la structure de la C∗-algèbre maximale du groupe de De Sitter, SOe(4, 1) '
Sp(1, 1).

La connaissance de l'ensemble {σi} dans la formule

lim
n→∞

Traceπn(x) =
∑

Traceσi(x)

nous a permis de déterminer complètement la topologie de Fell sur Ĝ. Bien-sûr, cela est
insu�sant pour déterminer la structure de C∗(G) ; il faut un invariant plus �n. Cependant
réécrivons la formule précédente sous la forme

lim
n→∞

Traceπn(x) =
∑

Traceniσi(x) ,

où les représentations σi sont maintenant supposées non-équivalentes. Nous allons voir que
la connaissance de l'ensemble {(σi, ni)} est un invariant satisfaisant et permet de déterminer
explicitement C∗(G).

Le cadre naturel pour énoncer précisément un tel résultat est celui de la théorie des ex-
tensions.

Soient A et C des C∗-algèbres. Une extension de A par C est la donnée d'une suite exacte
courte

0−→A−→B−→C−→0 .

Soit X un espace localement compact et H un espace de Hilbert de dimension dénombrable.
Soit

A = C0(X,K(H))

la C∗-algèbre des fonctions sur X à valeurs dans K(H) qui tendent vers 0 à l'in�ni.
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Proposition A.1. Si h est un homéomorphisme de X sur lui-même, et v ∈ C(X,PU(H)) où
PU(H) est le quotient du groupe unitaire par son centre, muni de la topologie forte, alors pour
tout a ∈ A, la fonction

x 7−→ v(x)a(h(x))

dé�nit un élément αh,v(a) ∈ A. De plus, l'application qui à tout (h, v) fait correspondre l'au-
tomorphisme αh,v de A dé�nit une bijection de Aut(X)× C(X,PU(H)) sur Aut(A).

Deux extensionsB etB′ deA par C sont dites semi-équivalentes s'il existe v ∈ C(X,PU(H))
et β un isomorphisme de B sur B′ rendant le diagramme suivant commutatif :

0 −→ A −→ B
↘yαv

yβ C −→ 0
↗

0 −→ A −→ B′

.

Dé�nition A.2. Soit X,Y deux espaces topologiques. Une extension (Z,ψX , ψY ) de X par
Y est la donnée d'un espace topologique Z, d'un homéomorphisme ψX de X sur un ouvert de
Z, et d'un homéomorphisme de Y sur le fermé Z \ ψX(X).

Deux extensions (Z,ψX , ψY ) et (Z ′, ψ′X , ψ
′
Y ) de X par Y sont équivalentes s'il existe un

homéomorphisme g : Z → Z ′ tel que ψ′X = g ◦ ψX et ψ′Y = g ◦ ψY .

Supposons que Y est discret, �ni, et que X est localement compact. L'ensemble P(Y ) des
parties de Y est muni de la topologie discrète.

Proposition A.3. Soit X1 une compacti�cation de X et f : X1 \X → P(Y ) une application
continue. Alors l'ensemble Ω des parties O de X q Y telles que

(O ∩X) ∪ {x ∈ X1 ; f(x) ∩ (O ∩ Y ) 6= ∅}

est ouvert dans X1, est l'ensemble des ouverts d'une topologie sur X q Y qui en fait une
extension localement quasi-compacte Zf de X par Y . De plus, les points de X sont fermés et
séparés dans Zf et, si x ∈ X1 \ X, la trace θx sur X du �ltre des voisinages de x dans X1

converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence et f(x) est l'ensemble des limites de θx.

Dans les applications, X1 \ X sera �ni. Dans ce cas, la démonstration de la proposition
ne pose pas de problème. Nous allons maintenant classsi�er les extensions de A par C =
C0

(
Y,K(H)

)
= ⊕YK(H) telles que B̂ = Zf pour certains f .

Dé�nition A.4. Soit D une C∗-algèbre, et T un ensemble de représentations de D. Soit θ
un �ltre sur T . Un élément x ∈ D est encadré suivant θ s'il existe V ∈ θ, tel que

Sup
π∈V

Rang(π(x)) <∞ .

Remarquons que si D = C∗(G) où G est un groupe de Lie semi-simple connexe linéaire,
l'idéal des éléments de D qui sont encadrés suivant D̂ = Ĝ est dense, d'après la proposition
2.10. Une telle C∗-algèbre est dite uniformément liminaire.
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Théorème A.5. [18, théorème VI.3.8]
1) Supposons que X1 \ X = {x1, . . . , xn} ∪ {xn+1, . . . , xm} est �ni. Pour i = 1, . . . , n,

donnons-nous une famille (πij)1≤j≤qi, (qi ∈ N∗), d'éléments de Y tels que si j 6= j′, alors
πij 6= πij′. Notons

f : X1 \X−→P(Y )

l'application dé�nie par{
f(xi) = ∅ si i ≥ n+ 1
f(xi) = {πij ; 1 ≤ j ≤ qi} si i ≤ n

.

Alors f détermine une extension Zf de X par Y .
2) Pour i = 1, . . . ,m, notons θi la trace sur X du �ltre des voisinages de xi dans X1.

Alors, pour i = 1, . . . , n, θi se divise en un nombre �ni de bouts, θi
1, . . . , θ

i
si
.

Soit B une extension de A par C telle que B̂ = Zf . Alors B est uniformément liminaire
et il existe des fonctions ki

1, . . . k
i
si

de {1, . . . , qi} dans N∗ telles que pour tout b ∈ B encadré
suivant θi

r (1 ≤ r ≤ si), on ait

lim
π∈θi

r

Traceπ(b) =
qi∑

j=1

ki
r(j)Traceπij(b) .

3) Soit θ la trace sur X du �ltre des voisinage de l'ouvert {x1, . . . , xn} dans X1. Supposons
de plus que pour tout voisinage W de xi (i = 1, . . . , n) dans X et tout champ de projecteurs
compacts de rang constant il existe W ′ ⊂ W tel que ce champ soit trivial sur W ′ ; supposons
également qu'il existe V ∈ θ tel que θ possède une base formée de rétractes de V .

Alors l'application

B 7−→ (ki
r)(i=1,...,n;j=1,...,qi) ,

dé�nit une bijection entre l'ensemble des classes de semi-équivalence des extensions B de A
par C telles que B̂ = Zf et l'ensemble des suites (ki

r). Plus précisement, si (ki
r) est donnée,

posons hi
r(0) = 0 et hi

r(j) =
∑j

p=1 k
i
r(p). Identi�ons H et H′ ⊗ `2(N∗) et soit (ei)i∈N∗ la base

canonique de `2(N∗). Notons Pei la projection orthogonale sur Cei. Alors B est isomorphe à
la C∗-algèbre des couples (m, c) ∈ Cb(X,K(H))× C tels que

limπ∈θi
r
π(m) =

∑qi
j=1

∑
p=hi

r(j−1)+1 πij(c)⊗ Pep i = 1, . . . , n
limπ∈θi π(m) = 0 i = n+ 1, . . . ,m .

A.2 Etude explicite de la topologie du dual unitaire

Suite de composition pour Sp(n, 1)

Dans ce paragraphe nous rappelons les résultats de M.W. Baldoni Silva [3] qui permettent
de trouver les sous�quotients des séries principales généralisées πξ,ν , avec ξ ∈ M̂ , et où ν ∈ a∗C
véri�e Re ν > 0 ou Re ν = 0 et Im ν ≥ 0.

Lemme A.6. Si Λξ,ν n'est pas intégral, alors πξ,ν est irréductible.

Nous nous intéressons donc uniquement aux représentations induites dont le caractère
in�nitésimal est intégral. Remarquons que si γ =

∑
aiei ∈ h∗C est intégral, alors ai ∈ Z.
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Le cas régulier

Soit χ un caractère in�nitésimal intégral régulier. Nous avons besoin de paramétrer les
représentations irréductibles de caractère in�nitésimal χ. Pour j = 0, . . . , n, soit Cj le système
de racines positives dans ∆ dé�nie par la chambre de Weyl fermée

C̃j =
{∑

aiεi ; a1 ≥ · · · ≥ aj ≥ an+1 ≥ aj+1 · · · ≥ an ≥ 0
}
.

Notons que ∆+ correspond à la chambre Cn. Pour j = 0, . . . , n, il existe un unique λj ∈ C̃j

tel que χλj
= χ. Les séries discrètes de caractère in�nitésimal χ sont celles dont le paramètre

de Harish�Chandra sont les λj . Notons πj(χ) (ou πλj
) la série discrète dont le paramètre de

Harish chandra est λj .
A équivalence près les séries principales (généralisées) de caractère in�nitésimal χ ont un

paramètre de Langlands γ = Λξ,ν =
∑
aiei véri�ant

1− χγ = χ ,
2− Re (a1 + a2) > 0 ou Re (a1 + a2) = 0 et Im (a1 + a2) ≥ 0 .

(A.1)

Pour 0 ≤ i < j ≤ n + 1, soit Pij le système de racines positives dans Φ correspondant à la
chambre de Weyl

P̃i,j = {
∑
aiei ; a3 ≥ · · · ≥ ai+2 ≥ a1 ≥ ai+3 ≥ · · ·

≥ aj+1 ≥ a2 ≥ aj+2 ≥ · · · ≥ an+1 ≥ 0} ,

et pour 0 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ n− i, soit Pij le système correspondant à la chambre

P̃i,j = {
∑
aiei ; a3 ≥ · · · ≥ ai+2 ≥ a1 ≥ ai+3 ≥ · · ·

≥ a2n+2−j ≥ −a2 ≥ a2n+3−j ≥ · · · ≥ an+1 ≥ 0} .

Les systèmes de racines positives Pij sont ceux tels que si γ véri�e les équations A.1, il existe
i et j uniques tels que γ ∈ P̃ij . Notons πij(χ) (ou π(γ)) l'unique série principale de caractère
in�nitésimal χ tel que son paramètre de Langlands γ ∈ P̃ij . Soit Jij(χ) le quotient de Langlands
de πij(χ).

D'après le théorème de classi�cation de Langlands, les représentations irréductibles admis-
sibles de Sp(n, 1) de caractère in�nitésimal χ sont les quotients de Langlands Jij(χ) et les séries
discrètes πj(χ). Le caractère de πij(χ) s'écrit donc comme somme de caractères irréductibles
θ(Jk,l(χ)) et θ(πk(χ)). Autrement dit on a une formule du type

θ(πij(χ)) =
∑

nij(k, l, χ)θ(Jkl(χ)) +
∑

nij(k, χ)θ(πk(χ)) .

Théorème A.7. Les nombres nij(k, l, χ) et nijk(χ) ne dépendent pas du caractère in�nitési-
mal χ intégral régulier choisi. On peut donc supprimer χ de la notation. Avec cette convention,
les nombres nij(k, l) et nij(k) sont déterminés de la façon suivante.

� Si i+ j = 2n et n+ 1 ≤ j ≤ 2n,

θ(πi,j) = θ(Ji,j) + θ(πi) + θ(πi+1) ,

� si i+ j = 2n− 1 et n+ 1 ≤ j ≤ 2n− 1,

θ(πi,j) = θ(Ji,j) + θ(Ji+1,j) + θ(Ji,j+1) + θ(πi+1) ,
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� si i = n− 2 et j = n− 1,

θ(πi,j) = θ(Ji,j) + θ(Ji,j+1) + θ(πi+2) ,

� si i = n− 1 et j = n,

θ(πi,j) = θ(Ji,j) + θ(Ji,j+1) ,

� si j − i = 2 et 1 ≤ j < n− 1,

θ(πi,j) = θ(Ji,j) + θ(Ji+1,j) + θ(Ji,j+1) + θ(Ji+1,j+1) + θ(Ji+2,j+1) ,

� si i = n− 2 et j = n,

θ(πi,j) = θ(Ji,j) + θ(Ji+1,j) + θ(Ji,j+1) + θ(Ji+1,j+1) + θ(πi+2) ,

� sinon

θ(πi,j) = θ(Ji,j) + θ(Ji+1,j) + θ(Ji,j+1) + θ(Ji+1,j+1) .

Dé�nition des graphes G
(r)
n . Associons à l'entier r ∈ {0, . . . , n}, le couple (r, 2n + 1 − r)

Renommons nij(k, 2n + 1 − k)) les entiers nij(k). Considérons le graphe orienté G(r)
n dé�ni

comme suit. Les sommets sont les points de l'ensemble

{(i, j) ; 0 ≤ i < j ≤ n , ou bien 0 ≤ i ≤ n− 1 , n+ 1 ≤ j ≤ 2n− i+ 1} .

Cet ensemble est en bijection avec l'ensemble des représentations irréductibles admissibles de
caractère in�nitésimal χ. Il existe une arrête de (i, j) vers (k, l) si nij(kl) 6= 0 et (i, j) 6= (k, l).
Ce graphe est sans boucle.

Exemple A.8. Soit n = 5. Le graphe G
(r)
5 est représenté sur la �gure A.1.

Le cas singulier

Soient χ un caractère in�nitésimal intégral singulier et γ =
∑n+1

j=1 ajej tel que χγ = χ. On
a alors aj ∈ Z et

a1 > a2 , a1 ≥ −a2 , a3 > · · · > an+1 > 0 . (A.2)

Ces conditions impliquent que γ est contenu dans au plus deux murs.

Théorème A.9. Si γ est contenu dans deux murs, alors π(γ) est irréductible.

Supposons donc que γ est contenu dans exactement un mur. Soit λ ∈ t∗C tel que χ = χλ.
Alors il existe un unique i ∈ {0, . . . , n − 1} tel que λ soit contenu dans le mur séparant C̃i

et C̃i+1. Soit ρj la demi�somme des racines positives du système Cj , pour j = 0, . . . , n. Alors
λ + ρi et λ + ρi+1 sont réguliers par rapports à Ci et Ci+1 respectivement. Notons Ψλ′

λ le
foncteur de translation de Zuckerman, avec les notations de [29, Chapitre X, section 9]. Alors
on peut associer à λ deux limites de séries discrètes, déterminées par le choix entre Ci et Ci+1.
Plus précisement, les limites de séries discrètes π−λ et π+

λ sont dé�nies par

� π+
λ = Ψλ+ρi+1

λ (πλ+ρi+1)

� π−λ = Ψλ+ρi

λ (πλ+ρi) .
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Toutes les limites (non�dégénérées) de séries discrètes sont obtenues de cette façon. Lorsque
πξ,0 est réductible, elle est somme de deux limites de séries discrètes. Le théorème suivant
permet notamment de retrouver leurs paramètres.

On considère les cas suivants :

1. a2 = −a1,

2. a2 = 0,

3. a1 = ap pour p ∈ {3, . . . , n+ 1} et a2 > 0,

4. a1 = ap pour p ∈ {3, . . . , n+ 1} et a2 < 0,

5. a2 = ap pour p ∈ {3, . . . , n+ 1},
6. a2 = −ap pour p ∈ {3, . . . , n+ 1}.
Selon que γ est dans le cas 1),. . .,6), notons b l'entier a1, a1, a2,−a2, a1, a1, respectivement.

Soit q l'entier dé�ni comme suit : Si b > a3, q = 1, si b < an+1, q = n, sinon q est l'entier tel
que aq+1 > b > aq+2.

Dans ce qui suit, τ désigne le dual de la restriction à tC d'un automorphisme intérieur de
gC appliquant tC sur hC.

Théorème A.10. Si γ est

� dans le cas 1)

θ(π(γ)) = θ(π+(τγ)) + θ(π−(τγ)) avec τ(Pq−1,2n−q+1) = Cq−1

� dans le cas 2) et q = n, π(γ) est irréductible
� dans le cas 5) et p = n+ 1 et q = n− 1

θ(π(γ)) = θ(J(γ)) + θ(π+(τγ)) avec τ(Pn−2,n) = Cn

� dans le cas 5) et p ≤ n et q = p− 2

θ(π(γ)) = θ(J(γ)) + θ(J(wγ)) avecw = se1−epse2−ep+1

� dans le cas 6) et q = p− 2

θ(π(γ)) = θ(J(γ)) + θ(π−(τγ)) avec τ(Pp−3,2n+2−p) = Cp−2

� dans le cas 4) et q = p− 1

θ(π(γ)) = θ(J(γ)) + θ(π+(τγ)) avec τ(Pp+2,2n+2−p) = Cp−2

� dans les autres cas

θ(π(γ)) = θ(J(γ)) + θ(J(wγ))

où

w =


se1−eq+2 dans les cas 2), 5), 6)
se2−eq+2 dans le cas 3), q ≤ n− 1
s2e2 dans le cas 3), q = n
seq+1+e2 dans le cas 4)
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Dé�nitions des graphes G
(s)
n,i et de i(χ). Soit γ =

∑
ajej singulier contenu dans exactement

un mur exactement. Posons a = a1 si a1 = ai+1 pour 2 ≤ i ≤ n et a = |a2| si a2 = ±ai pour
3 ≤ i ≤ n+ 1 ou a2 = 0. Si a2 = 0, posons i = n+ 2.Si a1 = −a2, il existe 3 ≤ i ≤ n+ 1 tel
que ai > a1 = −a2 > ai+1. dans ce cas posons a = a1. Les représentations principales π(γ′) où
γ′ =

∑
a′jej telles que χγ′ = χγ sont exactement celles véri�ant {a′j} = {aj} et a′1 ≥ a ≥ ±a′2

si a 6= 0 où exactement une des deux inégalités est une égalité et a′2 = 0 sinon. Remarquons
que l'entier i ne dépend que de χ = χγ . Notons cet entier i(χ).

On dé�nit alors le graphe suivant. L'ensemble des sommets est l'ensemble des représen-
tations irréductibles admissibles de même caractère in�nitésimal que π(γ) et on place une
arrête de π vers π′ si π 6= π′, π est un quotient de Langlands de la forme J(γ′) et π′ est un
sous-quotient de π(γ′). Il est facile de voir que l'on obtient n+1 graphes distincts lorsque l'on
fait varier le caractère in�nitésimal intégral singulier, et que ce graphe ne dépend que de i(χ).
Les graphes ainsi obtenus seront notés G(s)

n,i respectivement. Notons que si γ est dans cas 1.

(a2 = −a1), et q comme dans le théorème A.10, on a i(χ) = q+1, et donc τγ ∈ C̃i(χ)−2∩C̃i(χ)−1.

Exemple A.11. Soit n = 5. Les graphes G(s)
5,i sont représentés sur la �gure A.2.

Longueurs des séries complémentaires

Nous rappelons dans ce paragraphe comment on calcule pour ξ donné, ν(ξ). Ce travail a été
e�ectué par M.W. Baldoni�Silva [4]. Soit ξ ∈ M̂ tel que ν(ξ) > 0, et posons ν(ξ) = c(ξ)(e1+e2).

Dé�nition A.12. Soit ξ = (b; b3, · · · , bn+1) ∈ M̂ .

1. L'entier i ∈ {2, . . . , n+ 1} est dé�ni comme suit.

- Si an+1 ≥ b+ 1/2 alors i = n+ 1,
- si b+ 1/2 > a3, alors i = 2,
- sinon, i est l'unique entier tel que :

ai ≥ b+ 1/2 > ai+1 .

2. Lorsque b = 0 ou b = 1/2 (donc i = n+ 1), dé�nissons k ∈ {2, . . . , n+ 1} comme suit :

- Si b3 = 0 alors k = 2,
- si bn+1 ≥ 1, alors k = n+ 1,
- sinon, k est le plus grand entier tel que

bk 6= 0 (donc bk+1 = · · · = bn+1 = 0) .

Dé�nitions A.13. Soit ξ = (b; b3, . . . , bn+1) ∈ M̂ .

1. Supposons que b ∈ N∗ et bi = bi+1 avec 1 ≤ i ≤ n.

(a) Si bi = bi+1 = 0, alors t est le plus grand entier, 1 ≤ t ≤ i− 2 tel que bi−t+1 = 0 ;
(b) si bi = bi+1 ≥ 1, alors t est le plus grand entier, 1 ≤ t ≤ Min(n − i + 1, i − 2) tel

que
bi−t+1 = · · · = bi = bi+1 = · · · = bi+t .

2. Supposons que b ∈ N∗ + 1/2, b+ 1/2 = al+1 pour 3 ≤ l ≤ n− 1 et bl = bl+1 = bl+2.

(a) Si bl = 0, alors t′ est le plus grand entier, 1 ≤ t′ ≤ l − 1 tel que bl−t′+2 = 0 ;
(b) si bl ≥ 1, alors t′ est le plus grand entier, 1 ≤ t ≤ Min(l − 1, n− l + 1) tel que

bl−t′+2 = · · · = bl = bl+1 = bl+2 = · · · = bl+t′ .
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Fig. A.1 � Caractère in�nitésimal régulier, G(r)
5

G
(s)
n,7 : g -1 g -2 g -3 g -4 gs5

G
(s)
n,6 : g -1 g -2 g -3 g -4 g g g� 5 g� 6 g� 7 g� 8

G
(s)
n,5 : g -1 g -2 g -3 g -4 g -5 g g g� 6 g� 7 g� 8

G
(s)
n,4 : g -1 g -2 g -3 g -4 g -5 g -6 g g g� 7 g� 8

G
(s)
n,3 : g -1 g -2 g -3 g -4 g -5 g -6 g -7 g g g� 8

G
(s)
n,2 : g -1 g -2 g -3 g -4 g -5 g -6 g -7 g -8 g g

⊕ Limites de séries discrètes π+

	 Limites de séries discrètes π−gQuotients de Langlands
Série principale irréductiblesg

Fig. A.2 � Caractère in�nitésimal singulier, n = 5.
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Théorème A.14. Les longueurs des séries complémentaires sont données dans le tableau sui-
vant.

conditions sur b conditions supplémentaires série complementaire

b = 0 k = n+ 1 0 < c < 3/2
k ≤ n 0 < c < n− k + 3/2

b = 1/2 2 ≤ k ≤ n 0 < c < n− k + 1
b ∈ N∗ si i = 2 ou si i = n+ 1 0 < c < 1/2

ou si 3 ≤ i ≤ n et bi > bi+1

si 3 ≤ i ≤ n et bi = bi+1 0 < c < t+ 1/2
b ∈ N∗ + 1/2 et si l = 2 ou si l = n et b > 1/2 0 < c < 1
b+ 1/2 = al+1 ou si 3 ≤ l ≤ n− 1 et
pour 2 ≤ l ≤ n (bl > bl+1 ou bl+1 > bl+2)

si bl = bl+1 = bl+2 0 < c < t′

Etude des idéaux de C∗(G)

Dans cette partie, nous décrivons explicitement certaines parties ouvertes et fermées de
Ĝ ne contenant qu'un nombre �ni de séries continues (principales et complémentaires) de
Ĝ dont la réunion disjointe est Ĝ. Nous décrivons également leur topologie. Cela su�t à
décrire la structure des idéaux fermés associés à ces ouverts, comme nous l'avons rappelé dans
l'appendice A.1.

Soit D+ l'ensemble des caractères ini�nitésimaux χ intégraux contenus dans au plus un
mur, et tels que i(χ) 6= n+ 2 si χ est singulier. Soit χ ∈ D+. On dé�nit des parties Ĝ′(χ) et
Ĝ(χ) comme suit :

1. Ĝ′(χ) = {π ∈ I ∪ D ∪ L , χπ = χ}
2. Ĝ(χ) est la réunion des composantes connexes des points de Ĝ′(χ). Cette partie de Ĝ

est ouverte et fermée car Ĝ′(χ) est �ni.

Proposition A.15. Ĝ est la réunion disjointe des Ĝ(χ) pour χ parcourant D+.

Corollaire A.16. Soit I(χ) l'idéal fermé de C∗(G) correspondant à Ĝ(χ). On a

C∗(G) = ⊕χ∈D+I(χ) .

Nous avons d'abord besoin d'un lemme, qui est intéressant dans la mesure où il montre que
la topologie sur P ∪ C n'est pas tout a fait la topologie induite sur l'espace des paramètres
M̂ × a∗C. En e�et, il peut arriver que πξ,ν avec 0 < ν < ν(ξ) soit un point adhérent à PC(ξ′)
avec ξ 6= ξ′. Un tel phénomène se produit dans les cas suivants.

Lemme A.17. Si πξ,ν est adhérent à PC(ξ′) (avec ξ′ 6= ξ) alors

Λξ,ν = 1e1 + 0e2 +
∑n

i=3 aiei + 2en+1 (an ≥ 3) ,
Λξ′,νξ′

= 2e1 + 0e2 +
∑n

i=3 a
′
iei + 1en+1 (a′n ≥ 3) , (A.3)

ou autrement dit
ξ = (0; b3, . . . , bn, 1) ν = 1/2 ,
ξ′ = (1/2; b′3, . . . , bn 6= 0, 0) ν(ξ′) = 1 .

(A.4)
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De plus, ξ′ est unique et est entièrement déterminé par ξ.

Démonstration. Soit (ξ, ν) tel que πξ,ν soit unitaire, irréductible et 0 < ν < ν(ξ). Supposons
que πξ,ν est adhérent à PC(ξ′) où ξ′ 6= ξ. On a alors χΛξ,ν

= χΛξ′,ν(ξ′) . Posons γ = Λξ,ν et
γ′ = Λξ′,ν(ξ′)

Tout d'abord, γ est nécessairement intégral singulier, contenu dans exactement un mur.
En e�et, il est intégral car les bouts de complémentaires possèdent un paramètre de Langlands
intégral, et singulier car les représentations de caractères in�nitésimal régulier sont réductibles.
Il est contenu dans un seul mur car les séries principales qui sont sous-quotients de πξ′,ν(ξ′)

possèdent un paramètre de Langlands de la forme wγ′ et γ′ est dans au plus un mur, sinon
πξ′,ν(ξ′) serait irréductible. Donc γ = wγ′ est contenu dans un mur exactement.

Après un examen du théorème A.10 , on trouve donc les conditions suivantes sur γ =
∑
aiei

et γ′ =
∑
a′iei :

a2 = 0 an+1 > a1 > 0
a′2 = 0 a′n > a′1 > a′n+1 > 0 .

Ecrivons ξ′ = b′(e1 − e2) +
∑
b′iei et ν(ξ

′) = c′(e1 + e2). Les conditions précédentes donnent
donc

b′n + 2 > 2c′ = 2b′ + 1 > b′n+1 + 1 > 0 .

On en tire b′ > 0 et b′n > b′n+1 ≥ 0.
D'autre part, si b′ + 1/2 6= a′j (∀j = 3, . . . , n + 1) et b′ ∈ N + 1/2, il n'y a pas de

complémentaire. On peut donc exclure ce cas. Il reste donc deux cas possibles :

1. b′ ∈ N∗,

2. b′ ∈ N + 1/2 et b′ + 1/2 = an+1.

Premier cas : On a c′ = b′ + 1/2 > 1. Comme

a′n > 2(b′ + 1/2) > an+1 > 0 , (A.5)

on a l'un des deux cas suivants : soit

a′n > b′ + 1/2 > a′n+1 > 0 et b′n > b′n+1 ,

soit
a′n+1 > b′ + 1/2 > 0 .

Dans les deux cas, la série complémentaire s'étend jusqu'à c′ = 1/2. Mais alors 2(b′ + 1/2) =
2c′ = 1, ce qui contredit l'équation A.5.
Deuxième cas : Si b′ > 1/2, la série complémentaire s'étend jusqu'à c′ = 1. Mais ceci contredit
c′ = b′ + 1/2 = a′n+1 > 1. Il reste à examiner le cas b′ = 1/2. Il vient alors c′ = b′ + 1/2 =
a′n+1 = 1, et comme a′n+1 = b′n+1 + n + 2 − (n + 1), on a aussi b′n+1 = 0. Comme b′n > b′n+1,
la série complémentaire s'étend jusqu'à c′ = 1.

Il reste à montrer la dernière assertion. D'après le théorème A.10 et ce qui précède, on a
γ = sen+1−e2γ

′ et ceci détermine γ′, donc ξ′.

Démonstration. (proposition A.15) Soit π ∈ Ĝ. Si π ∈ D ∪ L ∪ I, il existe χ ∈ D+ tel que
χπ = χ, car si χ est singulier avec i(χ) = n + 2, il n'existe aucune π ∈ I ∪ D ∪ L telle que
χπ = χ d'après le lemme A.20.
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On peut donc supposer que π ∈ P∪C∪B. Il existe un unique ξ tel que π ∈ PC(ξ)∪{Jξ,ν(ξ)}.
D'après le théorème 2.12, s'il existe χ tel que π ∈ Ĝ(χ), alors PC(ξ) ∪ {Jξ,ν(ξ)} ⊂ Ĝ(χ). Par
conséquent on peut supposer que π ∈ B. Donc π = Jξ,ν(ξ). D'après le théorème 2.12, s'il existe

χ, tel que π ∈ Ĝ(χ), alors pour tous les sous-quotients π′ de πξ,ν véri�ent π′ ∈ Ĝ(χ). Trois
cas peuvent se produire pour π′.

1. π′ ∈ D∪L∪I, et alors χ existe et est determiné de manière unique d'après le début de
la démonstration.

2. π′ = πξ′,ν′ ∈ C. D'après le lemme A.17, on a nécessairement ν ′ = 1/2, ν(ξ′) = 3/2 et s'il
existe χ tel que π′ ∈ Ĝ(χ) alors πξ′,3/2 ∈ Ĝ(χ). On est alors dans le cas suivant.

3. π′ ∈ B. Alors π′ = πξ′,ν(ξ′), d'après la remarque 2.13, ν(ξ′) < ν(ξ). En procédant par
récurrence, on peut donc supposer que ν(ξ) = 1.

La conclusion résulte alors de ce que le cas 2. se produit lorsque i(χ) = n + 2, où χ est
le caractère in�nitésimal de π et que πξ′,3/2 possède un caractère in�nitésimal χ′ véri�ant
i(χ′) = n.

Nous allons maintenant décrire les ensembles Ĝ(χ). Rappelons que δ est la demi�somme
des racines positives de Φ+, et posons αi = ei − ei+1, pour i = 2, . . . , n.

Dé�nition A.18. Soit γ =
∑n+1

i=1 aiei ∈ D+ (intégral contenu dans au plus un mur, tel que
a1 6= −a2).

1. Si γ est régulier, il existe des entiers p et q uniques tel que γ ∈ Pp,q.

La forme γ̃ est l'unique forme telle que χγ = χγ̃ et γ̃ ∈ P0,1.

2. Si a2 = 0, l'entier p est dé�ni par

a3 > · · · > ap+1 > a1 > ap+2 > · · · > an+1 > 0 ,

et γ̃ est l'unique forme telle que χγ = χγ̃ et ã1 > ã3

3. Si a1 = ai pour i = 3, . . . , n+ 1, on pose p = i− 2 et q est l'unique entier tel que

aq+1 > a2 > aq+2 si a2 > 0 ,
a2n+2−q > −a2 > a2n+3−q si a2 < 0 .

Soit γ̃ l'unique forme telle que χγ = χγ̃ et ã1 > ã3 si a1 6= a3 et γ̃ = s2e2γ
′ où γ′ =

∑
a′iei

est l'unique forme telle que χ(γ′) = χ(γ) et a′1 = −a′2 sinon.

4. Si |a2| = ai pour i = 3, . . . , n+ 1, on pose

q =
{
i− 2 si a2 > 0 ,
2n+ 3− i si a2 < 0

et p est l'unique entier tel que ap+1 > a1 > ap+2.

Soit γ̃ l'unique forme telle que χγ = χγ̃ et ã1 > ã3.

Proposition A.19. Soit γ comme précédemment.

a) Le quotient de Langlands J(γ) ∈ B si et seulement si l'une des conditions suivantes est
réalisée.
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1. γ est régulier, (a2 < 0 ou a2 > 0 et q = p+ 1 = n) et

〈γ̃ − δ;α〉 = 0 , ∀ α = αp+1, . . . , α2n+1−q . (A.6)

2. γ est singulier,
� a2 < 0 et

〈γ̃ − δ;α〉 = 0 ∀ α =
{
α3, . . . , α2n+1−q, e1 − e3 si p = 1 et a1 > a3

αp+1, . . . , α2n+1−q sinon .
(A.7)

� (a2 > 0 et (a2 = aq+2 ou a1 = an+1)) ou (a2 = 0 et p < n)

〈γ̃ − δ;α〉 = 0 ∀ α =
{
α3, . . . , αn+1, e1 − e3 si p = 1 et a1 > a3 ,
αp+1, . . . , αn+1 sinon .

(A.8)

b) Le quotient de Langlands J(γ) ∈ I si et seulement si γ = δ (ie J(γ) = 1G est la
représentation triviale) ou a2 > 0, 0 < p < n− 1, p+ 1 = q et

〈γ̃ − δ;α〉 = 0 , ∀ α = αp+1, . . . , αn+1 (A.9)

Pour démontrer ceci nous avons d'abord besoin d'un lemme qui est une simple application
du théorème A.14.

Lemme A.20. a) Soit Jξ,ν(ξ) un quotient de Langlands au bout d'une complémentaire.

1. Si b = 0 et k = n+ 1, alors an+1 ≥ a1 > a2 > 0.

2. Si b = 0 et 2 ≤ k ≤ n, alors ak > a1 > ak+1 = a2 > 0.

3. Si b = 1/2 et k = n, alors an > a1 > an+1 > 0 et a2 = 0.

4. Si b = 1/2 et 2 ≤ k ≤ n− 1, alors ak > a1 > ak+1 > ak+2 = a2 > 0.

5. Si b ∈ N∗ et ( 3 ≤ i ≤ n et bi > bi+1 ou i = n+ 1 ou i = 2), alors

ai ≥ a1 > −a2 ≥ ai+1 et a2 < 0 .

6. Si b ∈ N∗ et 3 ≤ i ≤ n et bi = bi+1 et (bi 6= 0 ou i+ t < n+ 1), alors

ai−t ≥ a1 > ai−t+1 > · · · > ai+t > −a2 ≥ ai+t+1 > 0 .

7. Si b ∈ N∗ et 3 ≤ i ≤ n et bi = bi+1 et i+ t = n+ 1, alors

ai−t > a1 > ai−t+1 > 0 et a2 = 0 .

8. Si b ∈ N∗ et 3 ≤ i ≤ n et bi = bi+1 et i+ t > n+ 1, alors

ai−t ≥ a1 > ai+t+1 > · · · > a2n+3−i−t = a2 > 0 .

9. Si b ∈ N∗+1/2 et b+1/2 = al pour 3 ≤ l ≤ n+1 et (bl > bl+1 ou bl−1 > bl si 4leql ≤ n),
alors al−1 ≥ a1 > al > −a2 ≥ al+1.

10. Si b ∈ N∗ + 1/2 et b + 1/2 = al+1 pour 3 ≤ l ≤ n − 1 et bl = bl+1 = bl+2 et (bl 6= 0 ou
l + t′ < n+ 1), alors

al−t′+1 ≥ a1 > al−t′+2 > · · · > al+t′ ≥ al+t′+1 > 0 .



A.2. Etude explicite de la topologie du dual unitaire 67

11. Si b ∈ N∗+1/2 et b+1/2 = al+1 pour 3 ≤ l ≤ n− 1 et bl = bl+1 = bl+2 et l+ t′ = n+1,
alors al−t′+1 > a1 > al−t′+2 et a2 = 0 .

12. Si b ∈ N∗+1/2 et b+1/2 = al+1 pour 3 ≤ l ≤ n− 1 et bl = bl+1 = bl+2 et l+ t′ > n+1,
alors

al−t′+1 > a1 > al−t′+2 > · · · > a2n+3−t′−l = −a2 > 0 .

b) Soit Jξ,ν(ξ)+1 une série isolée. Alors

ak ≥ a1 > a2 > ak+1 > 0 ,pour 2 ≤ k ≤ n .

L'intérêt de ce lemme est le suivant. Si χ est un caractère in�nitésimal, et γ =
∑
akek

est tel que χγ = χ, il existe au plus un des cas du lemme pour lequel γ véri�e les inégalités
obtenues sur les ak. Par exemple, si γ est régulier et véri�e a1 > a3 > a2 > 0, J(γ) n'est pas
unitarisable.

Démonstration. (proposition A.19) Tout d'abord, notons que toutes les implications dans le
sens direct sont faciles. Durant la démonstration, si γ et γ̃ sont donnés, on notera respective-
ment ai, ξ, ν, b, bi et ãi, ξ̃, ν̃, b̃, b̃i, etc. les paramètres qui leur correspondent.

Soit γ régulier avec a2 < 0, et p, q tels que

〈γ̃ − δ;α〉 = 0 , ∀ α = αp+1, . . . , α2n+1−q .

Supposons que p + q < 2n. On a alors bp+3 = · · · = b2n+2−q. Soit b′ cet entier. Si b′ = 0,
on a q = n + 1, donc an+1 = 1, ce qui impose a2 = 0. Donc b′ 6= 0. D'autre part, b =
1/2(a1 − a2 − 1) = 1/2(ap+3 + 1 + (a2n+2−q − 1) − 1) = b′ − 1/2 + (q − p)/2. On distingue
deux cas selon que p+ q est pair ou impair.

Si q − p est pair, on a b ∈ N∗. Guidé par le lemme précédent on dé�nit i et t par{
p+ 3 = i− t+ 1
2n+ 2− q = i+ t .

On déduit t = n− (p+ q)/2 et i véri�e b = ai+1. Donc c(ξ) = t+ 1/2 = n− (p+ q)/2 + 1/2 et
c = 1/2(a1 + a2) = 1/2(b+ n− (p+ 3) + 2 + b+ n− (2n+ 2− q) + 2) = b− (p+ q)/2− 1/2 =
n−q+1−(p+q)/2−1/2 = c(ξ). Donc si p+q est pair, J(γ) est au bout de la complémentaire.

Si q − p est impair, on a b ∈ N + 1/2. Si b = 1/2, alors p+ q = 2n− 1 donc a1 > ap+3 >
−a2 = a1 − 2. D'où a1 − 3/2 = 1/2(2a1 − 2 − 1) = b = 1/2, ce qui impose a2 = 0. Donc
b 6= 1/2. On peut donc supposer que b > 1/2. La démonstration se déroule alors comme dans
le cas p+ q pair, mais en utilisant cette fois, l et t′ au lieu de i et t.

Traitons maintenant le cas p+q = 2n. On a alors ap+2 > a1 > −a2 > ap+3 avec a1+a2 = 1.
Donc c = 1/2(a1 + a2) = 1/2. De plus b = 1/2(a1 − a2 − 1) = a1 − 1 = −a2, soit i = p + 2
et bi > bi+1 si 3 ≤ i ≤ n. Par conséquent, c(ξ) = 1/2. D'où la conclusion. Ceci termine la
démonstration lorsque γ est régulier et a2 < 0.

Si a2 > 0 et a3 > · · · > an+1 > a1 = 2 > a2 = 1 > 0. On a donc b = 0, k = n + 1 car
an+1 > 1, c = 3/2 = c(ξ). Donc J(γ) est unitaire.

Traitons maintenant le cas où γ est singulier. Commençons par le cas où a2 < 0. On
distinguera trois cas principaux : p + q = 2n, p + q = 2n − 1 et p + q < 2n. Dans chacun de
ces cas, il faudra encore distinguer selon que a1 = ai et −a2 = ai pour un certain i.

Si p + q = 2n, et a1 = ap+2, p ≥ 1, la condition d'orthogonalité sur γ̃ est équivalente à
a1 +a2 = 1. Donc c = 1/2(a1 +a2) = 1/2. D'autre part b = 1/2(a1−a2−1) = −a2 et i = p+2
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(i comme dans la dé�nition A.12) et donc si p > 1, bi > bi+1 toujours d'après la condition
d'orthogonalité. D'après le théorème A.14, on a donc c(ξ) = 1/2 = c, donc J(γ) est au bout
de la complémentaire associé à ξ. De même, si −a2 = ap+2, p ≥ 1, alors a1 + a2 = 1, d'où
c = 1/2. On a encore b = −a2 d'où i = p+ 1 et bi > bi+1 si p > 1 et la conclusion.

Si p + q = 2n − 1, et a1 = ap+2 > ap+3 > −a2, la condition d'orthogonalité sur γ̃
est équivalente à a1 + a2 = 2. D'où c = 1/2 et b = 1/2(a1 − a2 − 1) = −a2 + 1/2. Donc
b + 1/2 = ap+3. Posons l = p + 3. On a alors bl > bl+1 si l ≤ n. Le théorème A.14 permet
donc de conclure c(ξ) = 1 = c, donc J(γ) est unitarisable. Lorsque ap+2 > a1 > ap+3 > −a2,
la condition d'orthogonalité donne encore a1 + a2 = 2, d'où c = 1 et b = −a2 + 1/2. Ceci
implique b + 1/2 = ap+2, et bl−1 > bl si l ≥ 3. Donc c(ξ) = 1 = c. On a donc la conclusion
dans ce cas également.

Considérons maintenant le cas p + q < 2n − 1, et supposons tout d'abord que ap+2 =
a1 > ap+3 et a2n+2−q > −a2 > a2n+3−q. Dans ce cas, on démontre que J(γ) est unitarisable
exactement comme dans le cas régulier avec a2 < 0. On s'intéresse donc au cas −a2 = a2n+3−q

et ap+1 > a1 > ap+2. La condition d'orthogonalité équivaut à a1 + a2 = 2n+ 2− (p+ q), soit
c = n+ 1− (p+ q)/2. D'autre part cette même condition implique bp+2 = . . . = b2n+2−q > 0.
Appelons b′ ce nombre. On a alors

a1 = b′ + n− (p+ 2) + 2 + 1 = b′ + n− p+ 1
−a− 2 = b′ + n− (2n+ 2− q) + 2− 1 = b′ − n+ q − 1 .

Par conséquent, b = 1/2(a1−a2−1) = b′−1/2+(q−p)/2. Par le lemme précédent, dé�nissons
lorsque q − p est impair, les entiers i et t par

p+ 2 = i− t+ 2
2n+ 2− q = i+ t

On a alors t = n− (p+ q)/2 + 1/2. D'où c(ξ) = t+ 1/2 = n− (p+ q)/2 + 1 = c. Donc J(γ)
est au bout de la complémentaire. Reste le cas où q− p est pair. Celui-ci se traite de la même
manière mais en dé�nissant l et t′ par

p+ 2 = l − t′ + 2
2n+ 2− q = l + t′

et le calcul est similaire au précédent. Ceci termine la démonstration lorsque γ est singulier
et a2 < 0.

Le dernier cas à traiter pour terminer la démonstration de la proposition A.19-a est : γ
singulier, a2 ≥ 0, et a1 = an+1 ou a2 = aq+2. La condition d'orthogonalité sur γ̃ est équivalente
à a1 = n− p+1. On a aussi b = 1/2(n− p−a2). Commençons par le cas a2 > 0 et a1 6= an+1.
On a alors p ≤ q < n.

Si p = q, on a ak > a1 > ak+1 = a2, et b = 0 avec k = p + 1, et c(ξ) = n − k + 3/2 =
(a1 + a2)/2 = c. D'où la conclusion lorsque p = q. Si p = q − 1, ak > a1 > ak+1 > ak+2 = a2

avec k = p+ 1 et b = 1/2. On a donc c(ξ) = n− k + 1 = 1/2(a1 + a2) = c.
Considérons maintenant le cas p < q − 1. On a alors bp+2 = · · · = bn+1 = 0. Si b ∈ N∗,

dé�nissons i et t par
p+ 2 = i− t+ 1
q + 2 = 2n+ 3− (i+ t) .

On a alors c = 1/2(a1 +a2) = 1/2(n− i+ t+2+n− (2n+3− t− i)+2) = t+1/2 = c(ξ) D'où
la conclusion. Si b ∈ N∗ + 1/2, on procède de la même façon mais en dé�nissant l et t′. Ceci
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termine la démonstration pour a2 = aq+2 > 0. Supposons que an+1 = a1. On a alors a1 = 2
et a1 = 1 d'après la condition d'orthogonalité. D'où c = 3/2 = c(ξ).

Si a2 = 0 et an > a1 > an+1, on obtient facilement c = 1 et b = 1/2, donc c(ξ) = 1 = c.
Lorsque ap+1 > a1 > ap+2 pour p < n− 1, on distingue les cas où b = 1/2(n− p) est pair ou
impair. Dans le cas pair, on dé�nit i et t, et dans le cas impair l et t′. On obtient facilement
la conclusion dans les deux cas. Ceci achève la démonstration de la proposition A.19-a.

Si J(γ) est une série isolée, la condition d'orthogonalité est évidemment véri�ée. Pour la
réciproque, on obtient immédiatement b = 0 c = n − k + 5/2 = c(ξ) + 1. Ceci achève la
démonstration de la proposition. A.19.

Soit χ ∈ D+ régulier. Il existe γ(χ) ∈ P01 tel que χ = χγ(χ), de même pour p et q
donnés il existe un unique γpq(χ) ∈ Ppq tel que χ = χγpq(χ), et γ̃pq(χ) = γ(χ). Le choix d'un
homéomorphisme de iR+ ∪ [0, ν(ξ)]sur R+ détermine une bijection

Ĝ(χ) = R+ × {(p, q); γpq(χ) satisfait (A.6)}
∐
{(p, p+ 1); γp,p+1 satisfait (A.9)} ,

où "satisfait" est relatif à l'équation en question et aux conditions précédant celle-ci.
Soit χ ∈ D+ singulier. Supposons que i(χ) 6= n. Soit p(χ) le plus petit entier assigné à un

point de G(s)
n,i(χ) correspondant à une représentation unitaire. Si p(χ) ≤ i(χ) − 1 et i(χ) > 2,

l'ouvert Ĝ(χ) possède une unique série isolée qui correspond au point i(χ) − 1, sinon il n'en

possède aucune et p(χ) ≥ n. Soit q(χ) le plus grand entier assigné à un point de G(s)
n,i(χ)

correspondant à une représentation isolée. Les entiers p(χ) et q(χ) sont déterminés par χ
d'après la proposition A.19 Si p(χ) < i(χ), on a une bijection

Ĝ(χ) = R+ × {p; p(χ) ≤ p ≤ i(χ)− 2 , n ≥ p ≥ q(χ)}
∐
{i(χ)− 1}

∐
R∗

+

∐
{−1, 1} ;

et si p(χ) ≥ n,

Ĝ(χ) = R+ × {p; p(χ) ≥ p ≥ q(χ)}
∐

R∗
+

∐
{−1, 1} .

Les deux derniers termes correspondent à la série principale unitaire ayant deux limites de
séries discrètes à son bout.

Si i(χ) = n,Ĝ(χ) ne possède pas de série isolée. En revanche, si p(χ) < n, la représentation

associée au point n dans G(s)
nn peut être un point adhérent à une série continue, dont le bout

possède un caractère in�nitésimal χ′ telle que i(χ′) = n+ 2. Soit γ̃ (resp γ̃′) la forme associée
à χ (resp. χ′) par la dé�nition A.18. On a alors γ̃′ = γ̃ − 2e2. On en déduit facilement que
p(χ′) = p(χ). On obtient ainsi une bijection

Ĝ(χ) = R+ × {(p, n); p(χ) ≥ p ≥ q(χ)}∐
R+ × {(p, n+ 2); p(χ) ≥ p ≥ n− 1}

∐
R∗

+

∐
{−1, 1} .
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