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Introduction

Soit G un groupe localement compact dénombrable & I’infini, par exemple un groupe de
Lie connexe ou un groupe discret dénombrable. L’algébre de Banach L!'(G) agit par convo-
lution & droite sur les fonctions de carré intégrable sur G' par des opérateurs bornés. Cette
représentation est associée a la représentation réguliére gauche de G. L’adhérence de L!(G)
dans L(L*(G)) est notée CF(G) et s’appelle la C*—algébre réduite de G. La conjecture de
Baum—Connes prédit le calcul de la K-théorie analytique K,(C}(G)) de cette C*—algebre.
Plus précisément, soit EG un modeéle du classifiant des actions propres [11] de G. Baum,
Connes et Higson [11] définissent alors un groupe K& (EG), appelé K-homologie équivariante
a support compact de EG. Ils construisent aussi un morphisme de groupes, dit application
d’assemblage

pr: KJ(EG) — KL (CHG))

et conjecturent que c’est un isomorphisme. Le groupe K¢ (EG) est dans de nombreux cas
assez bien compris, et est de nature géométrique. Ainsi la conjecture affirme non seulement
que tous les éléments de K—théorie peuvent étre construits de fagon géométrique, mais que les
relations entre ces éléments proviennent toutes de la géométrie. L’injectivité est reliée & des
problémes de topologie. Elle est montrée pour une classe assez large de groupes. Beaucoup
moins de résultats sur la surjectivité en revanche sont connus, malgré des progrés récents
importants, notamment ceux de Vincent Lafforgue. Elle est plutdt reliée & des problémes
d’analyse concernant les C*—algebres.

Pour les groupes discrets, Higson et Kasparov [?] ont montré la conjecture pour les groupes
munis d’une action par isométries, métriquement propre sur un espace affine euclidien de
dimension infinie. V. Lafforgue [31] I’a démontrée (par exemple) pour ceux agissant de fagon
continue, isométrique, propre et co—compacte sur un espace symétrique de rang réel 1, ou un
sous—groupe co—compact de SL3(R). P. Julg [22] a montré que tous les sous—groupes fermés
de Sp(n, 1) satisfont également & la conjecture. Néanmoins, on ne sait toujours pas si elle est
vraie pour SL3(Z), par exemple. D’autre part, il n’existe pas & ce jour, & ma connaissance,
de contre—exemple & la conjecture énoncée sous cette forme. Cependant, Gromov a construit
des groupes qui ne satisfont pas a une généralisation de la conjecture de Baum—Connes, la
conjecture a coefficients [?].

La conjecture de Baum—Connes a été vérifiée pour les groupes de Lie connexes réductifs
linéaires par A. Wassermann [42|. La méthode repose sur la connaissance explicite du dual
tempéré de ces groupes qui permet de décrire la structure de C}(G) et de calculer sa K-
théorie. La conclusion résulte d’une identification des deux membres. Remarquons que dans
ce cas, G posséde un sous—groupe compact maximal K, unique a conjugaison prés, et que
G/K est un classifiant des actions propres de G. Supposons pour simplifier que I’action de
K sur espace tangent a l'origine de G/K se reléve en un morphisme K — Spin(d), d =
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dim G/K. Alors K¢(EG) = R(K) est 'anneau des représentations de K (considéré comme
Z-module). Du coté analytique, la K—théorie de C(G) est décrite en terme de représentations
irréductibles de G. Par exemple, supposons que G posséde des séries discrétes (les séries
discrétes sont les représentations dont les coefficients sont de carré intégrable). A chaque série
discréte est associé un projecteur de C}(G), qui fournit une copie de Z dans Ko(C}(G)).
Atiyah et Schmid [1] ont réalisé les séries discrétes sur des noyaux d’opérateurs de Dirac a
coefficients dans des représentations irréductibles de K. Si 7 est une série discréte, il existe
une unique représentation irréductible V' de K, telle que 7 soit unitairement équivalente &
la représentation de G sur le noyau d’'un opérateur de Dirac Dy associé & V. L’application
d’assemblage p,: R(K) — Ko(C}(G)) associe a V un élément Ind, Dy € Ko(C}(G)) qui
coincide avec le générateur associé & w. Si G n’est pas compact, on n’obtient pas ainsi un
systéme complet de générateurs de Ko(C(G)). La conjecture peut donc étre vue comme une
généralisation des travaux de Atiyah—Schmid, notamment lorsque le groupe G ne posséde pas
de série discréte. V. Lafforgue [31] a donné une nouvelle démonstration de la conjecture pour
ces groupes en utilisant des méthodes qui ne font appel & aucun résultat de classification du
dual tempéré, mais a une généralistation des techniques de Kasparov. Chabert, Echterhoff
et Nest ont généralisé le résultat de Lafforgue & tous les groupes pour lesquels le groupe des
composantes connexes est compact.

Notons C*(G) la C*-algébre enveloppante de L'(G). Par universalité, la représentation
réguliére se factorise en un morphisme A: C*(G) — C}(G). 1l est également possible de
construire un morphisme d’assemblage p: K¢ (EG) — K.(C*(Q)), tel que si )\, est I'ap-
plication induite en K—théorie par A, alors le diagramme suivant est commutatif.

K.(C*Q)
w,/ LA
KS(EG) — K.(CiG)

Hr

En particulier, lorsque la conjecture de Baum—Connes est vraie pour un groupe G donné, p
est injective, A, est surjective, et

K. (C*(G)) = Im pu & Ker \, . (1)

Les groupes (localement compacts) moyennables sont ceux pour lesquels A est un isomor-
phisme. Par contre, il existe des groupes pour lesquels A n’est pas un isomorphisme, alors que
A« Test [?]. Cette classe contient les groupes libres et le groupe SL2(Q)) [24], par exemple.
Les groupes de Lie simples connexes qui sont dans cette classe sont les groupes SO.(n, 1) [?]
et SU(n, 1) |23]|. Néanmoins, il existe des groupes pour lesquels A, n’est pas un isomorphisme.
C’est par exemple le cas des groupes non—compacts qui possédent la propriété (T) de Kahzdan.
En effet, cette propriété signifie qu’il existe une décomposition de la forme C*(G) = C @ A,
avec C C Ker A. Ceci implique que le projecteur (1,0) dans cette décomposition est dans le
noyau de A, et par conséquent )\, n’est pas un isomorphisme. La difficulté liée & la propriété
(T) réside donc dans le fait qu’il faut montrer que p, est un isomorphisme alors que p ne
I’est pas. Exceptés les groupes mentionnés dans les deux familles ci—dessus, les groupes de Lie
simples connexes possédent la propriété (T). La question est ainsi posée du calcul de leur K-
théorie et du calcul de Ker A,.. F.Pierrot [33], [34] a réalisé ce travail pour les groupes SL,,(C),
n = 3,4, 5, en se basant sur 'induction parabolique.
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Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la K—théorie de la C*—algébre maximale
des groupes G = Sp(n,1), n > 2. Comme il n’y a pas d’analogue a la conjecture de Baum-
Connes permettant de prévoir la K-théorie de la C*—algébre maximale, on est amené & la
calculer au moyen d’une description du dual unitaire de Sp(n, 1). Celui—i est connu, d’aprés
les travaux de M.W Baldoni Silva [4]. Ces résultats nous permettent de décrire la K-théorie
de C*(G) et le sous—groupe Ker A\, en termes des représentations unitaires de G. Nous effec-
tuons également un calcul explicite de 'image de ’application p. Enfin, nous rappelons une
construction géométrique de certaines représentations unitaires de G qui apparaissent impor-
tantes pour la K—théorie. Toutefois, nous ne sommes pas parvenus a caractériser les éléments
de K—théorie qui leurs sont associés. Dans "appendice, nous nous sommes intéressés a la struc-
ture des idéaux de C*(@G). Les résultats obtenus peuvent permettre de retrouver la K—théorie
de C*(@), mais n’y sont pas nécessaires. L’étude de la topologie du spectre de C*(G) qu’il
faut réaliser pour étudier sa structure fait néanmoins apparaitre des phénomeénes étonnants
qui ne sont pas « détectés » par la K—théorie.

Dans le premier chapitre, nous commencons par rappeler les résultats de K—théorie qui
nous serons utiles, notamment la K—théorie bivariante de Kasparov. Nous faisons le lien entre
la K—homologie équivariante et les opérateurs différentiels elliptiques équivariants et leurs sym-
boles. Nous rappelons aussi que ces opérateurs possédent un indice dans K, (C*(G)) lorsque
I’action isométrique du groupe sur la variété de base est propre et a quotient compact. En-
suite nous rappelons la définition de 'application d’assemblage dans le cas des groupes de Lie
réductifs connexes. Soit G un tel groupe et K un sous—groupe compact maximal. Alors G/K
est un classifiant des actions propres de G. Supposons que le morphisme de K sur SO(d),
d = dim G/K, donné par l'action adjointe de K sur la fibre a 'origine du fibré tangent a
G/K, se reléve en un morphisme de K sur Spin(d). Dans ce cas, on dit que G/K posséde
une structure spin G-invariante et la K-homologie G—équivariante de G/K n’est autre que
Panneau R(K) des représentations de K, considéré comme Z-module. Soit S la représentation
spinorielle de Spin(d). Considérons alors 'opérateur de Dirac Dy a coefficients dans le fibré au
dessus de G/ K associé a la représentation S® V de K, o V est une représentation auxiliaire
de K. Comme cet opérateur différientiel est G—équivariant elliptique d’ordre 1, il possede un
indice Ind, Dy € K,(C*(G)). Alors I'application d’assemblage u est 1'unique morphisme qui
a V associe Ind, Dy . Comme nous ’avons rappelé, la conjecture de Baum-Connes pour ces
groupes est vraie. Donc,

1. dans le diagramme commutatif suivant

K4 (C*QG)
w,/ (pw
R(K) — Ki(CiG),

Mr

le morphisme p, est un isomorphisme,

2. K411(CF(G)) = 0.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons aux groupes G = Sp(n,1), n > 2.
M.W. Baldoni Silva a donné une classification du dual unitaire de G en terme d’induction
parabohque Soit P = M AN un sous—groupe parabolique minimal de G. Alors A ~ R. Pour
€€ M v € ag, notons ¢, les repésentations induites IndGRest € ®e”, normalisées pour étre
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unitaires lorsque v est imaginaire. A équivalence preés, les représentations unitaires irréductibles
de GG sont :
les séries discrétes,

— les limites (non-dégénérées) de séries discrétes ; lorsque ¢ o est réductible, cette repré-
sentation est somme de deux représentations unitaires irréductibles qui sont des limites
de séries discrétes,

— les séries principales, c’est—a—dire les représentations ¢ ,,, v imaginaire et Imv > 0 ou
v =0 si m¢ g n’est pas irréductible,

— les séries complémentaires ; lorsque 7¢ o est irréductible il existe v(§) > 0, tel que m¢ ,
soit unitarisable pour tout 0 < v < v(§),

— les bouts de séries complémentaires ; lorsque ¢ o est irréductible, la représentation m¢ ()
posséde un unique quotient irréductible, et celui—ci est unitarisable,

— les « séries isolées » ; lorsque ¢ o est irréductible, m¢ )41 posseéde un unique quotient
irréductible qui, sous certaines conditions sur £, est unitarisable. Ce cas se produit pour
un nombre infini de représentations irréductibles de M, lorsque n > 2, et uniquement
pour la représentation triviale pour n = 2. La représentation triviale de G apparait sous
cette forme lorsque & = 1), est la représentation triviale de M.

Rappelons que de facon générale, pour une représentation irréductible unitaire d’'un groupe de
Lie semi-simple connexe linéaire, son prolongement & C*(G) est a valeurs dans les opérateurs
compacts. Notons ev, le morphisme C*(G) — K(Hr) associé. Nous pouvons maintenant
énoncer le premier résultat important de cette partie.

Théoréme 0.1. Le morphisme p = A\@(Devy), ot m parcourt l’ensemble des « séries isolées »,
C*(G) = CH(G) @ (8K(H,,)) |
induit un isomorphisme en K—théorie.

Corollaire 0.2. Le noyau de \.: Ko(C*(G)) — Ko(C(G)) est un Z—module libre avec un
ensemble de générateurs en correspondance bijective avec ’ensemble des « séries isolées ». En

outre, K1(C*(G)) = 0.

Pour montrer ce résultat, nous avons d’abord besoin d’étudier la topologie de Fell-Jacobson
sur le dual unitaire de G. En nous basant sur des résultats de Fell, nous montrons que 1’en-
semble des « séries isolées », muni de la topologie induite, est discret dans le dual de G, et
que pour & € M donné, ’ensemble

{m¢,; ou me, est une série principale ou une série complémentaire}

a pour frontiere ’ensemble des sous—quotients de ¢ ,¢) (avec la convention v(£) = 0 si m¢ g
est réductible). Nous montrons alors le théoréme 0.1 en utilisant une filtration du dual qui
repose sur le résultat de théorie semi—simple suivant : si 7 est 'unique quotient de m¢ /et
est un sous—quotient de ¢ ,(¢), alors v < v(§). Ceci permet de se ramener au calcul de la
K-théorie de C*—algeébres liminaires dont le spectre est (homéomorphe a) une demi-droite et
dont la structure est donc facile a déterminer.

Le troisiéme chapitre est consacré au calcul de I'image de p. Nous avons d’une part, d’aprés
la validité de la conjecture de Baum—Connes dans ce cas, une décomposition

Ko(C*(G)) =Imp & Ker A, (2)



et d’autre part le théoréme 0.1, donne un isomorphisme
Ko(C*(G) & Ko(CH(G)) @ Ker A, . (3)

Nous obtenons ainsi un homomorphisme

ouo ,Tl
Ko(C(G)) Lzemdorer o 7.

Dans ce chapitre, nous explicitons le graphe de cette application, celle—ci étant non—nulle. En
effet, soient 1 la représentation triviale de G et V une composante irréductible de S sous
I'action de K. Alors evy,,(Ind, Dy) = £1. Ceci montre que

p«(Im ) & Ko(C7(G)) .-

Plus généralement, pour V € K fixé, les « séries isolées » 7 telles que ev,,(Ind, Dy) # 0,
ont toutes le méme caractére infinitésimal, d’aprés le lemme de Parthasarathy. Soit t¢ =

{X = diag(z1,. .., Tnt1, —T1,. ., —Tny1)} C8l(2n+2,C). Alors t¢ est isomorphe a ’algébre
de Lie complexifiée d’un tore maximal de K. Pour ¢ = 1,...,n + 1, soit ¢; la forme linéaire
sur t¢ définie pour X = diag(z1,...,%Tnt1, —T1, ..., —Tns1) par ,(X) = x;. Les plus hauts

poids des représentations irréductibles de K sont les u = Z?:Jrll Wici, avec p; € N, pup >

- > pn > 0 et ppe1 > 0. Les K—types minimaux des « séries isolées » sont de la forme
Zle wici, 0 <k <mn—2 (ur # 0). Si x est un caractére infinitésimal intégral donné, et k
comme ci—dessus, il existe au plus une « série isolée » I(x) dont 'unique K—type minimal
est de cette forme. De méme si y est régulier, 0 < [ < n, il existe une unique série discréte
m(x) de caractére infinitésimal y dont le parameétre de Harish-Chandra A(l) = ) \je; vérifie
AL > > A > A1 > A1 > oo > Ay > 0. Soit pe la demi—somme des racines positives
compactes et u(l) = A(l) — p.. Rappelons que pu(l) est l'image réciproque par l'application
d’assemblage p, du générateur de Ko(C;(G)) associé a m(x). Le résultat est alors le suivant.
Soient x un caractére infinitésimal régulier, et k € [0,n — 2] tels qu’il existe une « série isolée
» Ir(x). Alors

evjk(x)*(lnda D)) = { 3:1 Sk <

sinon .

L’ambiguité sur le signe est levée par le choix entre ST et S~ dans la décomposition S =
ST @ S~ sous l'action de Spin(4n). Nous donnons un résultat analogue dans le cas ou le
caractére infinitésimal est singulier. Ce résultat apparait sous une autre forme dans [5].

Par analogie avec les résultats de Atiyah-Schmid sur les séries discrétes que nous avons
rappelés précédemment, il apparait intéressant d’obtenir une réalisation géométrique des « sé-
ries isolées » . Une telle réalisation est connue dans la littérature sous le nom d’induction
cohomologique. Nous la rappelons dans le quatriéme chapitre.

Soit G un groupe de Lie complexe connexe et G une forme réelle. Soit Q un sous-groupe
parabolique de GC. Nous appelons variété de drapeaux pour G une orbite D sous I’action de
G dans G€/Q, qui est ouverte et admet une mesure G-invariante. Alors Q NG = L est un
sous—groupe réductif de G et D = G/L. En particulier, D est une variété complexe et ’action
de G sur le complexe de Dolbeault (& coefficients dans une représentation de dimension finie
V de L) est équivariante et continue pour la topologie C'*. Tl existe alors deux constructions,
I'une géométrique, 'autre algébrique. La premiére consiste a considérer 'action de G sur les
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espaces de cohomologie C* du complexe de Dolbeault H'(G/L,V) a valeurs dans V.

H-W. Wong [44] a montré que ces espaces, munis de la topologie quotient, étaient des espaces
de Fréchet et que 'action de G sur ces espaces était continue. La seconde construction, qui
est historiquement la plus ancienne, consiste a construire le (gc, K )-module sous—jacent a la
représentation obtenue dans la premiére construction, en remplacant les sections du complexe
de Dolbeault par des séries formelles & I'origine. C’est 'induction cohomologique. De nombreux
résultats sont connus dans le cadre de 'induction cohomologique. Par exemple, Baldoni-Silva
et Barbasch [5] ont donné une classification du dual unitaire en ces termes pour les groupes
de Lie simples connexes de rang réel 1. Comme d’autre part Wong a montré que les (gc, K)—
modules sous—jacents aux représentations de G sur les espaces de cohomologie du complexe de
Dolbeault étaient bien équivalents & ceux obtenus par induction cohomologique, nous pouvons
reformuler le résultat de Baldoni et Barbasch de la fagon suivante.

Théoréme 0.3. Soit ™ une « série isolée » , m = Iy(x). Alors 7 est infinitésimalement
équivalente @ H*(G/L, L)), ou L = T x Sp(n — k,1), X est une représentation unitaire de
dimension 1 de L qui est déterminée par le K—type minimal de w et s = dimcK/L N K. Les
espaces de cohomologie sont nuls dans les autres degrés.

Cependant, les espaces H*(G/L, L)) sont trop grands pour porter une structure d’espace
hilbertien. Nous rappelons les résultats connus qui permettent dans certains cas de réaliser
le programme consistant a trouver un sous—espace ayant une telle structure, et pour laquelle
G agit par des opérateurs unitaires. La difficulté est que lorsque L n’est pas compact, la
variété de drapeaux G/L ne posséde pas de forme hermitienne G—invariante positive, mais
une forme positive qui n’est pas G—invariante et une forme invariante non—-dégénérée qui n’est
pas positive.

Nous aimerions réaliser géométriquement les éléments de Ko(C*(G)) associés aux « séries
isolées », de facon analogue au cas des séries discrétes. La difficulté est que ’action de G sur
la variété GG /L n’est pas propre car L n’est pas compact. Il n’est donc pas possible de définir
I'indice de l'opérateur de Dolbeault sur G/L en utilisant les méthodes de Kasparov. Nous ne
sommes pas parvenus a définir cet indice, c’est—a—dire a établir un lien précis entre I'induction
cohomologique et la K—théorie.

Revenons sur la démonstration de Wong qui fait le lien entre la cohomologie de Dolbeault
et 'induction cohomologique. Wong utilise les deux fibrations

G/LNK

/ N
G/L G/K

et commence par montrer que le complexe de Dolbeault sur G/L a méme cohomologie C'*°
que le complexe sur G/L N K pour lequel l'opérateur est celui de De Rham le long des
fibres et lopérateur de Dolbeault transversalement (pour la fibration de base G/L). Soient
G = Sp(n, 1), m une « série isolée ». Reprenons les notations du théoréme 0.3. Comme G/LNK
est bien propre sous l'action de G, il est possible de calculer l'indice dans Ko(C*(G)) de
Iopérateur défini par Wong. Notons d@v(mg cet opérateur. Bien sir, 'indice de cet opérateur
est contenu dans I'image de ’application de Baum—Connes p. Le calcul de cet indice est ’objet
de la derniére section de ce chapitre. Nous montrons en particulier que

evr,(Ind, de\mng) #0,
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mais qu’il existe en général d’autres séries isolées qui vérifient pour A fixé, cette propriété. Il
nous semble que ce résultat est un premier pas vers la définition d’un indice en K—théorie
pour ces opérateurs.

L’appendice est consacré a 'étude de la structure de la C*—algébre maximale de G =
Sp(n, 1). Les résultats de C. Delaroche sur les extentions permettent de ramener cette étude a
celle de la topologie de Fell sur le spectre de C*(G). Les résultats sur cette topologie obtenus
dans la premiére partie et grace auxquels nous trouvons la K—théorie de C*(G) ne sont pas
assez précis, et nous devons décrire explicitement la topologie en identifiant les sous—quotients
de ¢ ,(¢)- Il apparait en particulier que certaines « séries isolées » ne sont pas des points ou-
verts, ce que pourrait suggérer la terminologie. Nous ’avons malgré tout conservée en ajoutant
des guillemets dans I’ensemble du texte.
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Chapitre 1

K—théorie bivariante et induction de
Dirac

1.1 (C*—modules et K—théorie de Kasparov

Soit A une C*-algebre.

Définition 1.1. Un C*-module £ sur A est la donnée d’un A-module & droite avec un produit

scalaire a valeurs dans A
(5 )a:ExE—-A

A-linéaire & droite, et qui, pour tout x,y € & satisfait a

(T:y)a = (ya)a,
(r;x)a > 0 avec égalité si et seulement si x =0;

de plus £ doit étre complet pour la norme

lzlle = [I{a; @) al /2.

Si A est séparable, on supposera aussi que £ est séparable.

Lorsque A = C, nous retrouvons la définition d’un espace de Hilbert. Plus généralement, si
A = Cp(X) est une C*-algebre commutative, un C*-module sur A est la donnée d’un champ
continu d’espace de Hilbert sur X, au sens de [19].

Définition 1.2. Soient & et £y des C*—modules sur A. Un morphisme T : £1 — &y est une
application linéaire continue telle qu’il existe T* : E — & vérifiant

(V€ e&i,ne &) (T&;m) =(&T*n) .

On vérifie alors que (T'¢a) = (T€)a, que T* est unique et est un morphisme de & dans &
tel que (T%)* = T. On démontre également que ’ensemble £4(€) des endomorphismes d’un
C*—module £ sur A est une C*—algébre. Il n’est pas vrai en général qu'un sous—A-module
hilbertien fermé admette un supplémentaire orthogonal. Notons cependant

Théoréme 1.3. Soit T : &1 — & un morphisme surjectif. Alors TT* est inversible dans
LA(E). En particulier, on a
& = KerT @ ImT*.
1
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Un morphisme T : &1 — &; est dit de rang fini lorsqu’il existe des morphismes S : & — A™
et R: A" — & tels que T = Ro S. Les endomorphismes de rang fini de £4(€) forment un
idéal bilatére autoadjoint. L’adhérence KC4(E) de cet idéal est appelé idéal des morphismes
compacts. Si A = C on retrouve les opérateurs compacts dans un espace de Hilbert.

Les modules projectifs de type fini sur une C*—algébre A avec élément unité sont exacte-
ment les C*—modules £ sur A tels que 1¢ € K4(€). Mais en général,

Théoréme 1.4. (de stabilisation)/26] Soit A une C*—-algébre séparable. Soit £ un C*-module
sur A. Soit Ha = {(&,) € AN, 3" €€, converge en norme dansA}. Alors

EPHA~HA.

Le C*—module H 4 est un cas particulier de produit tensoriel de C*~modules dont nous
rappelons maintenant la définition et quelques propriétés. Soient A et B deux C*-algébres et
&1 (resp. &) un C*-module sur A (resp. B). Soit m: A — Lp(&). Le produit tensoriel des
espaces vectoriels £ et &, quotienté par la relation d’équivalence

ra®@b=zxm(a)b
est muni d’une structure de B-espace préhilbertien en posant

(21 @ Y1572 @ y2) = (y1; m((21; 72) )y2) -
En séparant et complétant on obtient un C*—module sur B, noté & ®, & ou &1 Q4 &s.

Lemme 1.5. Supposons que A est séparable et soit w: A — B un morphisme surjectif. Alors
on a un isomorphisme de B—module hilbertien A ®, B ~ B.

Démonstration. Soit (uy) une unité approchée (dénombrable) de A. La suite 7(u)) est une
unité approchée de B car si a = 7(b), on a ||7(ux)b — b|| < ||luxa — a||. On a alors

HU)\ () b— ('5Y X bH2

H<u,\®b—u>\/ ®b;U)\ ®b—u)\/ ®b>||
= b (un = uy) 7 (us —u)y)b)|
= |lm(ua)b = m(ux)bl*.

Donc la suite (uy ® b) est une suite de Cauchy. Les morphismes involutifs définis pour a € A
et b€ Bpara®b— m(a)bet b— limuy ® b sont alors inverses 'un de 'autre. O

Toutes les C*—algébres considérées dans ce paragraphe sont supposées séparables.
Soit G un groupe localement compact. Une G —C*-algébre est la donnée d’une C*-algébre
A et d’'un morphisme de groupes G — Aut(A) tel que pour tout a € A, 'application g — g.a
soit continue en norme.

Définition 1.6. Soient A, B des G — C*~algébres. Un (A, B)-bimodule de Kasparov G—équi-
variant sur un C*-module £ sur B gradué, est un triplet (U,m,F) (ou un couple (E,F))
ot U est une représentation unitaire de G sur € au sens ou l'action de G est continue et
(U(9)&U(g)n) B = g-(&n) B, m: A — LB(E) un morphisme involutif tel que U(g)m(a)U (g~ 1) =
m(g.a) pour tout g € G eta € A, et F € L(&) autoadjoint de degré 1. On demande également
que pour tout a € A et g € G, les morphismes

[CL, F]? a’(F2 - 1)7 a(U(g)FU(g)il - F)

soient compacts.
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Soit B[0,1] = B ® C([0,1]). Un (A, B[0, 1])-bimodule de Kasparov (&, F') peut étre vu
comme un champ continu (&, Fy)ejo,1) de (A, B)-bimodules de Kasparov. Un tel bimodule
est appelé une homotopie entre (£y, Fy) et (&1, F1). Pour ¢ € [0,1], le bimodule (&, F}) est
obtenu & partir de (£, F') en composant avec le morphisme d’évaluation e, : B0, 1] — B.

Proposition 1.7. L’ensemble KK (A, B) des classes d’homotopie de (A, B)-bimodules de
Kasparov G—équivariant muni de l'opération de somme directe est un groupe abélien.

Lorsque la situation n’est pas graduée, nous obtenons de la méme facon un groupe noté
KKC(A,B). On écritra KKg = KK, KK, = KKo® KK,

Ce foncteur est contravariant en la premiére variable de fagon évidente. Il est covariant en la
seconde de la fagon suivante. Si (€1, F1) est un (A, B1)-bimodule de Kasparov, et 7 : By — Bo
un morphisme involutif, on associe a (&1, F1) un (A, Ba)-bimodule de Kasparov 7. (&1, F1) en
posant

(&1, F1) = (&1 ®p, B2, F1 ®1).

Lorsque G = {e}, on notera plus simplement ce groupe KK (A, B).

Proposition 1.8. Soit B une C*-algébre, K;(B), (i = 0,1) les groupes de K-théorie de B.
Alors, on a un isomorphisme canonique

KK;(C,B) ~ K;(B).

Démonstration. Nous donnons seulement une idée de la démonstration lorsque ¢ = 0. Si
x = le1] — [e2] € Ko(B), alors on peut considérer ’endomorphisme e; @ ey. Posons F = 0.

Pour A € C, posons
. )\(61 + 0) 0
(A = < 0 Ae2+0) > '

Les opérateurs 7(\)(F? — 1) sont compacts car m(\)(F2? — 1) = —x()\). Ainsi on définit bien
une application K((B) dans KK (C, B) en associant (£, F) a x. O

En particulier,

Lemme 1.9. Soit (£, F) un (C, A)-bimodule de Kasparov, [F] € KK(C,A) sa classe et
m: A — B. La classe de [F ®; 1] est m.[F].

Sim: A — B est un morphisme involutif G—équivariant, il définit, en considérant B comme
C*-module sur elle-méme (ou (b1;b2) = bibz), un bimodule de Kasparov (pair) avec I’action
évidente de G et de A. Soit [1] € KK (A, B) sa classe.

Théoréme 1.10. (Kasparov, [26][28]).
Soient A, B et C des G — C*—algébres. Il existe un produit biadditif

KKC(A,B)x KKY(B,C) — KK (A C)
(z, y) —  TQ®BY ,

le produit de Kasparov, associatif et fonctoriel dans tous les sens possibles. En particulier,
- si a: A — B est un morphisme involutif G—équivariant et y € KK]-G(B, ), alors

[l ®py=a*(y) € KKY(A,C),
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- 51 8: B — C est un morphisme involutif G-équivariant et x € KKl-G(A, B), alors
z®p [0 = B.(z) e KKE(A,C).
De plus, pour toute G — C*—algébre D, il existe un morphisme d’extension des scalaires
: KKY(A,B) — KK%(A® D,B® D),
et un homomorphisme de descente
ja: KK&(A,B) — KK;(C*(G, A),C*(G, B)),
tous deuz fonctoriels dans tous les sens possibles. Six € KK (A, B) ety € KK (C,C), alors

TA(Y) ®a =2 @ T1B(Y) .

Soit H un sous—groupe fermé de G. Par restriction de 'action de G a H, tout élément
z € KK%(A, B) détermine un élément restt z € KKH(A, B).

Définissons maintenant 1'induction de H & G. Soient A, B des H-algébres. Soit Co(G, A)H
l’algebre des fonctions f: G — A vérifiant

flgh)y=h"1.f(g), 1lim |f(g)] =0.

gH—o00
Admettons le lemme suivant.

Lemme 1.11. Il existe une fonction §: G — R continue telle que
- [y d(gh)dh =1, VYged,
— pour tout € > 0, il existe un voisinage U de 1 dans G tel que pour tout go € U et tout
geaq,

| 15(augh) ~ s(gmlan < <.
H
Le morphisme d’induction
indG: KK"(A,B) - KK%(Cy(G, A, Co(G, B)H)

est alors défini comme suit. Soient (£, ¢,T) un bimodule de Kasparov H—équivariant et z €
KKY(A,B) sa classe. Alors ¢: A — Lp(&) détermine un élément

¥: Co(G, )" — Loy .y (Co(G,E)T).
Pour g € G, posons

S(g) = /H 5(gh)h.Tdh.

Alors §: G — Lp(&) détermine un élément de Ley (¢ gyu (Co(G, E)H) et le triplet (Co(G, &),
¥, S) est un (Co(G, A)H,Co(G, B))-bimodule de Kasparov. La classe de cet élément ne
dépend pas de § et est notée indfl x.

Théoréme 1.12. (Kasparov,[28])



1.1. C*-modules et K—-théorie de Kasparov 5

- Si x,y sont des éléments de KK (A, D) et KK" (D, B) respectivement, alors
ind% (z ® y) = ind% 2 ® ind% y

- Size KK%(A,B),
ind$ restd « = T0o(G/H) () -

~ Soient Hy C Hy des sous—groupes fermés de G. Alors, les C*-algébres Co(G, A)1 et
Co (G, Co(Ho, A)Hl)HO sont canoniquement isomorphes et

ind% o 1ndHO z = ind%

*lndH].A—lcOGA (].AEKKH(A A))

Beaucoup d’éléments importants en K—théorie proviennent d’opérateurs différentiels
elliptiques. Rappelons maintenant comment on peut obtenir de tels éléments.

Théoréme 1.13. [2] Soient A et B des C*~algébres. On appelle (A, B)-bimodule de Kasparov
non—borné la donnée d’un couple (€, D) ou & est un (A, B)-bimodule et D un opérateur régulier
dans & de degré 1 vérifiant D = D*, pour tout a € A, a(1+ D?)~! € K(€), et l'ensemble des
a € A tels que [D,a] soit défini sur Dom D et se prolonge en un élément de L(E), est dense
dans A. Posons F = D(1 4+ D?)~Y2, Alors F € L(E), et (£, F) est un (A, B)-bimodule de
Kasparov. De plus tous les éléments de KK (A, B) sont obtenus de cette fagon.

Nous utiliserons essentiellement deux cas particuliers de ce résultat, dus a Kasparov [27].

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, agissant de maniére différentiable,
propre, par isométrie sur une variété riemanniene compléte connexe M, et tel que G\ M soit
compact. En particulier le groupe d’isotropie de tout point de M est compact. Soit E un fibré
vectoriel (gradué) sur M muni d’une structure hermitienne G-invariante, et D un opérateur
différentiel elliptique d’ordre 1 G—équivariant sur E. Notons o(D) le symbole de D. Alors,

~ Le couple (L*(M, E), D) définit un élément de Kasparov non-borné équivariant avec
A = Co(M) et B=C. On note [D] sa classe dans K K%(Co(M),C).

— Soit w: T*M — M la projection canonique. Le couple (Co(n*E), (D)) définit un élé-
ment de Kasparov non-borné pour A = Co(M) et B = Co(T*M), dont la classe dans
KKC(Co(M),Co(T*M)) est noté [o(D)].

Soit x I’élément de K K§(Co(T*M),C) défini comme suit. La variété T*M posséde une

structure presque complexe naturelle. Notons 0 'opérateur de Dolbeault associé. Soit 9" I'ad-
joint formel de d. Alors x désigne la classe de 'opérateur différentiel 0 + 8" sur T*M.

Proposition 1.14. [27] [D] = [o0(D)] @cy(r+m) T

La deuxiéme application est la définition de I’'indice analytique et de l'indice topologique
de D comme élément de K, (C*(Q)).

Proposition 1.15. L’espace ¢ des sections lisses a support compact de E est muni d’une
structure de C°(G)-module préhilbertien en posant :

vEe &, fe (@) =ng€ (1)dg
vﬁﬂ? € (c/‘c ( ) fG/K x ag 7](1"»
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Remarquons que, comme l'action de G sur M est propre, la deuxiéme intégrale converge
et définit une fonction a support compact sur G. Soit £ la complétion de £¢ pour la norme

€l = 14€, €)1 10/*2(@. Alors € est un C*(G)-module hilbertien. Le couple (£, D) définit un
élément de Kasparov non-borné pour A = C et B = C*(G). Sa classe dans K,(C*(Q)) est

notée Ind, D et est appelée indice analytique de D.

Proposition 1.16. Supposons que la graduation sur E = ET © E~ est non—triviale. Alors

D= <D0+ %ﬁ) et Ind, D € Ko(C*(G)). Supposons de plus qu’il existe € > 0 tel que

VE € DomD, (D™ D*& D DYE) > (D DY),
alors il existe des projecteurs pt (resp. p~) dans ET (resp. £~ ) tels que
Ind, D=[p*]—[p7].

OnaF = (F0+ IB*> avec F* = (14 DtD™)~"1/2D% et (F~)* = F*. D’aprés le théoréme
de stabilisation de Kasparov on peut supposer que £t = £~ = L(Hp). On peut donc voir
FTmodK(Hp) comme un unitaire v de L(Hg)/K(Hg). D’ou Ind,D = 9[v], ou 9 est le
morphisme de connexion de Ki(L(Hp)/K(Hp)) dans Ko(K(Hp)). D’autre part 'inégalité
dans la proposition implique que F'™ est & image fermée, et on peut donc définir les projecteurs
sur (ImD~)* et (ImD*)+ notés p* et p~. En faisant comme pour le calcul d'un opérateur de

Fredholm dans un espace de Hilbert, on trouve alors le résultat désiré.
Soit ¢: M — RT une fonction continue, telle que

/ clg7tr)dg =1, (VoeM).
G

L’existence d’une telle fonction est immédiate dans ce cas car I'espace G\ M est compact et
I’action de G est propre. Alors,

q(g,7) = \/c(x)c(g~tz) € C*(G,Co(M))

est un idempotent. Soit [£j/] sa classe dans K (C*(G, Cy(M))). Comme espace des fonctions
qui vérifient les mémes propriétés que c est convexe, cet élément ne dépend pas de la fonction
¢ choisie. Posons, pour z € KK&(Cy(M),C),

15 () = [Lar] ®cx(G.00(m)) Ja (@) -

Soit N une variété vérifiant les mémes propriétés que M et f: M — N une application
continue G—équivariante. Alors, par fonctorialité, le diagramme suivant est commutatif.

KKS(Co(M),C) L5 KKCG(Cy(N),C)

7N /1§ (1.1)
K.(C*(@))

Si D est un opérateur différentiel, on écrira plutot Ind; D = u§,([D]), et cet élément est appelé
I'indice topologique de D.

Théoréme 1.17. [27] Soit D un opérateur différentiel elliptique d’ordre 1 sur M. Alors, dans

K (C(G)),
Ind, D = Ind; D.
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1.2 Induction de Dirac

Soit G un groupe de Lie linéaire semi-simple connexe, g son algébre de Lie. Un tel groupe
est unimodulaire. On a une décomposition de Cartan g = € @& p o £ est 'algébre de Lie
d’un sous-groupe compact maximal K de g et p est identifié & 'espace tangent en eK a
G/K. La restriction de la forme de Killing & p en fait un espace eucliden isomorphe a R?
ou d = dim(G/K), et le produit scalaire sur p est K-invariant. On a donc un morphisme
K — SO(p). On supposera dans la suite pour alléger les notations, que ce morphisme se
reléve en un morphisme K — Spin(p) (cette hypotheése est vérifiée pour les groupes que nous
considérons ici).

Avant de poursuivre la description de 'induction de Dirac, rappelons un certain nombre
de faits élémentaires concernant le groupe Spin(p). Les affirmations qui suivent peuvent étre
trouvées dans [32]. Considérons p comme espace vectoriel réel de dimension d, muni d’une
forme bilinéaire symétrique ( ; ) définie positive. L’algébre de Clifford Cliff p de p est alors le
quotient de ’algébre tensorielle (graduée) T(p) sur p par I'idéal engendré par les éléments de
la forme

(ryz) 1+z@.

L’inculsion de p dans T(p) induit une inclusion p — Cliff p. Soit (x1,...,24) une base ortho-
normale de p. On a les relations
w?=—1 et zjzp+arz; =0, (J#Ek).
De plus,
(l‘il,...x‘ik; 1<y < <2k§d)

est une base de Cliff p. Ainsi l’algebre Cliff p est munie d’une Z/2Z-graduation
Cliff p = Cliff Tp @ Cliff "p

ott Cliff Tp (resp. Cliff "p) est engendré par les éléments tels que k est pair (resp. impair) de
la base précédente. Le groupe Spin(p) est alors le groupe des éléments inversibles = € Cliffp
tels que

x € Cliff tp,

zvrt € p pour tout wveEp,et

Tr =1,
ou x — T est antiautomorphisme de Cliff p (bien) défini par

v g (<1

pour tout vy, ...,v; dans p. L’action de Spin(p) sur p définie par
(z,v) — zvz*
préserve donc orientation, et définit le revétement double

Spin(p) — SO(p) .

Lorsque d est pair, I'algébre de Clifford complexifiée Cliffcp est simple et est donc iso-
morphe & I'algébre des endomorphismes d’un espace vectoriel complexe S,

v : Cliffcp — End(S),
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et la représentation de Cliffcp ainsi obtenue est a équivalence prés l'unique représentation
irréductible de Cliffcp. Lorsque d est impair, 'algébre Cliffcp posséde deux classes de repré-
sentations irréductibles non-équivalentes. Soit S une telle représentation.

Revenons a d quelconque. L’application |, : p — End(S) est R-linéaire et pour tout X € p,
7(X)? = —| X|?I. La restriction de cette représentation & Spin(p) ne dépend pas du choix de
S et s’appelle la représentation spinorielle de Spin(p). Cette représentation est somme de deux
représentations irréductibles S = ST @ S~ lorsque d est pair, irréductible sinon.

Soit (1, V) une représentation unitaire de K de dimension finie. L’espace S ® V est alors
muni d’un produit hermitien K-invariant. Soit Ey = G X (S ® V) le fibré hermitien associé
sur G/K. La métrique hermitienne est G-invariante.

Proposition 1.18. On a un isomorphisme de C°(G)-module préhilbertien
£~ (SeVeCX(@)k. (1.2)

Démonstration. Soit £, I'espace des sections lisses & support compact de Ey. Siu®v® f €
(S®V @ Ce(G)X on lui associe la section £ telle que {(9K) = (g, f(9)(u ® v)) € Ey.
Cette section est bien définie car {(gK') ne dépend pas du choix de g. Il est classique que c’est
un isomorphisme d’espaces vectoriels. La structure de module préhilbertien sur ’algebre de
convolution C2°(G) est définie pour v,v1,v2 € SQV et fi, fo € C°(G) par

(V1 ® fr1iv2 ® fa) = (vi;v2) f1 fo
(v® f1).fa=v® fife '

C’est alors un calcul aisé de vérifier que ces structures sont compatibles avec 'isomorphisme
précédent. O

Définissons maintenant 'opérateur de Dirac associé & V. C’est 'opérateur elliptique G-
invariant Dy (noté aussi D)) d’ordre 1 sur Ey obtenu en composant la connexion de Levi-
Cevita

Vi 1 & = gy,

(en identifiant le fibré cotangent avec le fibré tangent via la métrique riemannienne sur G/K)
et la multiplication de Clifford ~, c’est-a-dire

Dy : £~ EGgp— G .
A travers I” isomorphisme 1.2, cet opérateur est défini par la formule suivante

Dy(s®v® f) = Zv(xi)s ®v® &(f).

1

ou (x;) est une base orthonormale de p et Z; le champ de vecteurs invariants a droite défini
par x;.

D’aprés le paragraphe précédent, on peut définir I'indice analytique de Dy comme élément
de K;(C*(@Q)), avec i = dim G/K (mod 2). Par additivité, nous obtenons ainsi un morphisme
de groupes

p: R(K) — K;(C*G)
\%4 — Ind, Dy
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Considérons maintenant le C;(G)-module &£, obtenu en complétant & pour la norme
de C(G). L’opérateur de Dirac agit encore sur ce C*~module et son indice peut encore étre
deéfini. Notons p, ’application obtenue comme précédemment a valeur dans K;(CrG).

Soit A : C*G — C}(G la représentation réguliere gauche de G' et A\ le morphisme induit
en K-théorie. D’aprés les lemmes 1.5 et 1.9, le diagramme suivant est commutatif.

K;(C*G)
w/ b Ax
RK) — K;(C*G)

Hr

Théoréme 1.19. (A. Wassermann 1987 [42], V. Lafforgue 2002 [31]) L’induction de Dirac
o est un isomorphisme. De plus, K;1(Cy(G)) = 0.

Corollaire 1.20. L’application p est injective, Ay est surjective, et

K;(C*(G)) =Impu & K;(Ker \),
KZ_H(C*(G)) = Ki+1(KeI‘ )\) .

Rappelons maintenant la construction de ’application d’assemblage, telle qu’elle est définie
par Baum, Connes et Higson [11], et faisons le lien avec I'induction de Dirac.

Rappelons tout d’abord la définition d’un espace propre telle qu’elle est donnée pour un
groupe G localement compact Haussdorf dénombrable & I'infini, par Baum Connes et Higson
[11].

Définition 1.21. Soit X un espace topologique métrisable, muni d’une action continue de
G telle que G\X soit métrisable. Nous dirons que cette action est propre si pour tout point
x € X, il existe U un voisinage de x stable sous l’action de G, H un sous—groupe compact de
G et p: U — G/H continue et G-équivariante.

Un morphisme de G—espaces est une application f: X — Y continue et G—équivariante.
Deux morphismes fj et f1 sont dits homotopes s'il existe une homotopie f;: X — Y, ¢t € [0, 1]
de fo & f1 par des morphismes de G—espaces.

Définition 1.22. Un G-espace propre Y est universel, ou un classifiant des actions propres
de G, st pour tout G—espace propre X il existe un G-morphisme X — Y et st deux tels
G—-morphismes sont homotopes.

Il existe toujours un classifiant des actions propres. Un classifiant est défini & homotopie
pres.

Proposition 1.23. [11, proposition 1.8] Un G—espace propre Y est un classifiant des actions
propres de G si et seulement si les deuz conditions suivantes sont réalisées.

1. Pour tout sous—groupe compact H de G, il existe y € Y tel que Hy = y.

2. Les deux projections po1: Y XY — Y sur le premier et le second facteur sont homotopes.
Conséquence Si G est un groupe de Lie linéaire semi—simple connexe, alors G/K, ou K est

un sous—groupe compact maximal de (G, est un classifiant des actions propres de G. En effet,
G/K est un espace symétrique simplement connexe a coubure non—positive, et donc il existe
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une unique géodésique joignant deux points distincts. Ceci donne un sens a une expression du
type pt(yo,y1) = (1 — t)yo + tyi, et p; réalise '’homotopie cherchée entre py et p;.
Soit EG un classifiant des actions propres de G. On pose alors

RKJ(EG)=  lm  KK{(Co(X),C).
X C EG
G\x compact
L’application d’assemblage BC de Baum—Connes [11] est alors définie par

BC RKE(EG) — K.(C}(G))
L kRSO0 o Ao

Ceci définit bien un morphisme de groupe car le diagramme 1.1 est commutatif.

Revenons au cas o1 GG est un groupe de Lie semi—simple connexe linéaire, K un sous—groupe
compact maximal, et supposons toujours que l'action de K sur SO(d), ou d = dimG/K se
reléve en un morphisme K — Spin(d). D’aprés ce qui précéde Papplication d’assemblage est

KKZ(Co(G/K),C) — K.(C}(Q))
BC{ ' d] — A(ind, d) .

Pour montrer que p, = BC, il reste & verifier que K K& (Co(G/K),C) ~ R(K). Pour cela
notons « la classe dans KK (Co(G/K),C) la classe de 'opérateur de Dirac sans coefficient
sur G/K (c’est-a-dire & coefficients dans la représentation triviale 15 de K). Cet élément est
appelé élément de Dirac. Construisons maintenant un élément 8 € KK&(C,Co(G/K)), dit
élément dual-Dirac. Considérons le fibré hermitien (gradué) E* = G xx S* sur G/K. Alors
l'espace Cyo(G/K, E*) des sections nulles & l'infini de E* est un C*-module sur Cy(G/K).
La multiplication de Clifford point par point détermine une action de I’espace des champs de
vecteurs (sur G/K) sur Co(G/K,E*). Pour z € G/K, x # eK, soit X! € T,G/K le vecteur
unitaire tangent & l'unique géodésique joignant x & eK et pointant vers eK. Soit f une
fonction positive continue sur G/K valant 0 en eK et 1 en dehors d’un voisinage compact de
eK. Alors X, = f(x)X) détermine un champ de vecteurs sur G/K. Soit F': Co(G/K, E*) —
Co(G/K, E*) la multiplication de Clifford par ce champ de vecteurs.

Proposition 1.24. Le couple (Co(G/K, E*), F') détermine un élément
B € KK{(C,Co(G/K)) .

Le seul point qui n’est pas évident est de vérifier que g.F — F est compact. C’est une
conséquence de l'inégalité de la médiane.

L’élement v € KK (C,C) de Kasparov est 'élement 3 ®cy(a/K) - Parmi les propriétés
fondamentales des éléments «, 3 et v, retenons les suivantes.

Théoréme 1.25. [27] Soit 1x lélément de K K*(C,C) = R(K) donné par la représentation
triviale de K. Alors,

1. a®f =106k (1) € KKC(Co(G/K),Co(G/K)),
2. restl v =1k € R(K).
Nous obtenons alors immédiatement
a®p= TCo(G/K)(V) = ind% ° restéy = ind%lK = leyay/k) -

Nous pouvons maintenant conclure.
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Proposition 1.26. La restriction
restX : KKY(Cy(G/K),C) — KKX(Cy(G/K),C)

est un isomophisme. De plus, restS B @ - est un isomorphisme de KKX(Co(G/K),C) sur
R(K) @ 0.

Démonstration. La premiére assertion est une conséquence directe du théoréme 1.25. Pour la
deuxiéme assertion, I'inverse est donné par

KKK(Cy(G/K),C) — KKZ(Co(G/K),C)
r — Toye)(B) ®@indfrea.

En effet, pour z € KK%(Cy(G/K),C),

TCO(G/K)(ﬁ)®ind§<orestgm®a = Toya/r)(BRT)®a
= a®pfR®r=v-x,

et d’autre part, (1 —7) - = = 7¢y(q/K)(1 —7) ® z = 0. Ceci montre que
resty : KKY(Cy(G/K),C) — KKX(Cy(G/K),T)

est injectif. D’autre part 'image de [Dy] = ind%[V] ® o dans R(K) est [V], ce qui montre
que ce morphisme est aussi surjectif. O






Chapitre 2

Représentations unitaires de Sp(n, 1) et
K—théorie

2.1 Notations et représentations de Sp(n, 1)

Soit n > 2. Le groupe G' = Sp(n, 1) est le groupe des transformations linéaires de H" 1,
vu comme H-espace vectoriel & droite qui préservent la forme quadratique définie pour v =

(QIa' . '7qn+1) et w = (Qi>"'7Q7/’L+1) par

n
(0,w) =D @G} — 1@y -
=1

En identifiant g € Sp(n,1) a sa matrice dans la base canonique, on a
G =8Sp(n,1) = {g € Mp1(H);9"Jg = J},

ol g* désigne la matrice conjuguée transposée de g et J est la matrice

Id,, ©
=)

Soit g l'algébre de Lie de G. De facon générale, on désignera dans cette partie un groupe de
Lie par des majuscules d’imprimerie et par la méme lettre en caractére gothique son algébre
de Lie. L’ensemble des points fixes de l'involution de Cartan (c’est & dire 'automorphisme
involutif § de G défini par 0(g) = (¢*)~! = JgJ) est un sous-groupe compact maximal K de
G, isomorphe a Sp(n) x Sp(1). La décomposition de Cartan de g est g = ¢ @ p. L’algebre de
Lie de K est

t={(V9):MeM,HEH),M+M*=0,q+7=0},

p={(7), XeH"}.
Soit t =50(2) x - -+ xs0(2) C € (n+1 facteurs). Alors t est une sous—algébre de Cartan dans ¢
et dans g. Nous noterons A le systéme de racines du couple (gc, tc), A = A(c, tc) Pensemble
des racines compactes, et A, = A\ A. I'ensemble des racines non—compactes. Si A1 est un
systéme de racines positives pour A, notons p(A™") (ou p si cela n’entraine pas de confusion)
la demi-somme des racines positives, p(At) (ou p.) la demi-somme des racines compactes,
p(AF) (ou pp) la demi-somme des racines non—compactes.

13
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Le groupe G posséde aussi une décomposition d’Iwasawa de la fagon suivante. Soit a une
sous-algébre abélienne maximale de p, M le centralisateur de a dans K. Par exemple si a est
I’ensemble des matrices de la forme

0 0 ¢
a=<H, =1 0 0 0 , teR » Cyp,
t 00

(le bloc central est de taille n — 1) on trouve que M est ’ensemble des matrices de la forme

qg 0 O
M=<g=10 m 0 |;MeSp(n—1),|¢g/=1) CK.
0 0 ¢

Soit b C t une sous-algebre de Cartan de m et h = b @ a. Alors b est une sous-algebre de
Cartan de g. Notons ® l’ensemble des racines du systéme (gc, hc) et @ celui de (mg, be).
Si @1 est un systeme de racines positives de ®, notons @}, = &+ N b, le systéme positif
correspondant pour (mc, bc). Soit n la somme des espaces propres des racines positives du
systéme de racines restreint ®, formé des restrictions & a non nulles des racines positives de
®. Avec ces notations, une décomposition d’Iwasawa est g =t & a ®n. Notons que mPadn
est 'algebre de Lie d’un sous-groupe P parabolique minimal de G.

De fagon générale, si @ est un systeme de racines, on note W, ou Wy en cas d’ambiguité,
le groupe de Weyl de @, ie le groupe engendré par les symétries orthogonales s, d’hyperplan
le supplémentaire orthogonal de Ra pour o € Q. Pour 1 < i < n + 1, soit g; la forme linéaire
sur t¢ définie par

gi(diag(te, ..., thy1)) = 1.

Alors,
A = {:|:6¢:|:€j; 1§i<j§n+1}U{:|:2€i; 1§i§n—|—1},
® = {te;te;1<i<ji<n+1}U{£2e;1<i<n+1}.
otle;=e;_10Adu"tpour3<i<mn+1, e =ci0Adu" et es = —En+1 oAdu~! avec u € G¢
) 1 (1 01)
donné par u = \/i(—olé(l) .
Nous avons alors a* = R(e1 + e2), ce qui permet d’identifier af. avec C. Remarquons que
(e1 + e2)(H¢) = —2t. Choisissons les systémes de racines positives suivants :
At = {&:té‘j; 1§i<j§n+1}U{2€i; 1 SiSn—i—l},
ot = {e;te;1<i<ji<n+1}U{2¢;1<i<n+1}.

Nous décrivons maintenant les représentations admissibles et unitaires de G. L’ensemble
H des (classes de) représentations irréductibles d’un groupe de Lie compact connexe H est
parameétré par leur plus haut poids relativement & un systéme de racines positives. Par abus,
nous ne distinguerons souvent pas une représentation et son plus haut poids dans les notations.
Le plus haut poids d’une représentation irréductible £ de M relativement au systéme @
est donné par £ = b(e; —e2) + Z?:; bie;, ot 2b,b; € N et bg > --- > by41. Le plus haut poids
d’une représentation irréductible u de K par rapport & AT est p = Z?Ill wici ou p; € N et
M1 2 - 2 fp.
Soit 7 une représentation (continue) de G dans un espace de Hilbert. On a

|k = Z Ny -
nek
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On dit que 7 est admissible si 7|k est unitaire et si pour tout n € K, ny < 00.

Soit £ € M,ve ag. On forme la représentation induite de G, 7¢, = Indg E®e”®1. Plus
précisément,

Ces représentations sont les représentations principales. Elles sont normalisées pour étre
unitaires lorsque v est imaginaire. Les représentations m¢ , et mg s, ' # v sont équivalentes
si et seulement si &' =& et vV = —7.

Définition 2.1. Lorsque Rev > 0, m¢ , posséde un unique quotient, noté Je ,, et appelé quotient
de Langlands.

Proposition 2.2. /3] Lorsque Rev = 0, m¢,, est irréductible pour Imv > 0. Pour v = 0, la
représentation me,,, est réductible si et seulement si & = b(eq +e2) + > bie; vérifie b € N+1/2
etb+1/2#bj+n—j+2 pour tout j =3,...,n+1, et elle est alors somme directe de deuz
représentations irréductibles, appelées limites de séries discrétes.

Le théoréme de classification des représentations admissibles de Langlands pour G =
Sp(n, 1) s’énonce comme suit.

Théoréme 2.3. Les représentations admissibles irréductibles de G sont, a équivalence prés :

1. les séries discrétes, c’est-a-dire les représentations de carré intégrable,

2. les limites de séries discrétes,

3. les séries principales unitaires (me,, avec Rev = 0 et Imv > 0 ou v = 0 si e est
irréductible),

4. les quotients de Langlands.

Les trois premiéres séries constituent le dual admissible tempéré de G. Ces représentations
sont unitaires. Le dual admissible tempéré est le spectre de la C*—algébre réduite de G, que
I'on appelle aussi dual réduit.

Comme les représentations unitaires irréductibles d’un groupe de Lie semi-simple sont
admissibles [19, théoréme 15.5.6], il reste pour déterminer le dual unitaire de G, a savoir
quels sont les quotients de Langlands unitarisables. Baldoni Silva a obtenu dans [3] le résultat
suivant.

Théoréme 2.4. Soit & = (b;bs,...,byy1) € M et v tel que Rev > 0. Si Je, est unitarisable,
alors Imv = 0.

1. Si m¢ o est réductible, alors pour tout v > 0, Jg, n’est pas unitarisable. Dans ce cas,
posons v(§) = 0. De plus, ¢ est réductible si et seulement sibe N+1/2 et b+1/2 #
bj +n—j+2 pour tout 3 < j <n+1.

2. Si meo est irréductible, alors il existe v(§) > 0 tel que pour tout 0 < v < v(§), Je,
est unitarisable. De plus si v < v(§), me, est irréductible. Appelons ces familles les
séries complémentaires. Les quotients de Langlands J¢ ¢y sont dits auz bouts des séries
complémentaires.

8. Si e est arréductible et § = (b;bs, ..., but1) vérifie b =0 et bpy1 = 1, alors Je y(e)41
est unitarisable. On appelle ces représentations les séries isolées.

4. Les seuls quotients de Langlands unitarisables sont ceux obtenus en 2) et 3).
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Une notion importante dans la compréhension du dual unitaire et de sa topologie est
celle de caractére infinitésimal d’une représentation. Les résultats que nous rappelons ici sans
démonstration peuvent étre trouvés dans le livre de A. Knapp [29]. Soit G un groupe de Lie
linéaire connexe semi-simple. Soient h une sous-algébre de Cartan de g, U(h) l'algébre de
Lie enveloppante de hc et 3 le centre de l’algébre de Lie enveloppante de gc. Un élément
important de 3 est I’ opérateur de Casimir €. Soient (Xi,..., X ) est une base orthogonale
de p, et (Y7,...,Y),) une base orthogonale de ¢, relativement & la forme de Killing. Alors,

m d
Q=->Y+> X7
j=1 i=1

Cet élément ne dépend pas de la base choisie. En particulier, 3 # 0.
Harish-Chandra a construit un homomorphisme vy : 3 — U(h)"W ou W = W (b, gc). Si
A € ¢ on note
x:3—C
’homomorphisme défini par x»(Z) = A(74(2)).
1. Tous les homomorphismes de 3 dans C sont obtenus de cette fagon
2. x» = Xy si et seulement si il existe o € W tel que A = op.

3. Si b’ est une autre sous-algebre de Cartan de g, et Adx : h¢ — b pour z € G, alors
Yy = Adx. .

Si A € b se reléve en un caractére de H = exp b, on dira que A est intégral. Si (A, o) # 0 pour
tout « racine de g¢ relativement a h¢, on dira que A est régulier, singulier sinon. On utilise le
méme adjectif pour x si x = x.

Une représentation m de G posséde un caractére infinitésimal lorsqu’il existe A tel que

VZe3, n(Z)=x\(2).

Le caractére infinitésimal de 7 est noté x.

Revenons & G = Sp(n,1). Les représentations irréductibles admissibles et les représenta-
tions ¢, possédent un caractere infinitésimal. Soit 0y, la demi-somme des racines positives
de ®p,. Grace par exemple a A.Knapp [29, proposition 8.22 (et 'exemple qui la précede)], le
caractére infinitésimal de m¢ ,, est donné par xa,, ot A¢, = {+0m+v est appelé parametre de
Langlands de 7¢ . On vérifie alors facilement que si A¢, = Z?jll ae;, & =bleg —ea) + > bie;
et v = c(e1 + eq) alors

ag=c+b+1/2,
ay=c—b—1/2, (2.1)
a;=b+n—i+2, 3<i<n+1.

2.2 K-théorie de la C*—algébre maximale de Sp(n,1)

Avant de calculer la K—théorie de la C*—algébre maximale des groupes Sp(n, 1), nous avons
besoin d’étudier la topologie de Fell sur le dual unitaire.
Soit G un groupe localement compact. On munit 'ensemble Rep(G) (donc G) des
représentations unitaires de G de la topologie de Fell qui peut étre définie comme suit. Soit C'
une partie compacte de G, ¢ > 0, (7, H) € Rep(G) et &1, ... &, une famille orthonormale de
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Hr. On considére I’ensemble des représentations (o, Hy) € Rep(G) telles qu'il existe ny, ..., 7,
une famille orthonormale de H, vérifiant

(Vi,j=1,...,n) Sup|(ni; o (9)n;) = (& w(9)&)| < £ (2.2)

geC

Ces ensembles V(m, C, ¢, &;) forment une base fondamentale de voisinage de 7.
Soit K un sous-groupe compact de G. Pour 7 € G notons

-
K = pGK V
ou V' est I'espace des vecteurs sur lesquels 7 agit comme p.

Lemme 2.5. Soient 7 € G et p E K. Supposons que pour tout T € é, Uespace V] est de
dimension finie. Alors G, = {0 € G : dim Vi< dimV]} est ouvert dans G.

Démonstration. Soit o € C;’KJr et montrons que V (o, K,e,n;) C C;’KJr pour € > 0 assez petit
et pour un choix convenable des 7;. Soit (§;);_; une famille orthonormale dans V7. Soit € > 0
et o/ € V(o,K,e,&;). Il existe donc des vecteurs orthonormaux 7, ..., 7, comme dans (2.2)
avec C = K. Si 7 € G on note P7 la projection orthogonale sur V7. On a

Plv= dp/K trp(k)T(k)vdk .

Soit n; = Pg/ni et montrons que (1)) est libre. Pour {i,j} C {1,...,n}?> on a

[(misn)  — il
= |<7h';77§-> - <§i;§j>|
= [(mi;dp fKtrp o' (k)n;) dk — (i3, [y trp(k)o(k)&;) dk|
< d fKtTp ‘(7717 (k)77> <§la ()§J>’dk
< edy [ [trp(k)| dk

Donc pour ¢ > 0 assez petit, la famille (n;) est libre. Finalement, on a donc bien V7 C V) C
/
e 0
Supposons maintenant que G est un groupe de Lie (réel) semi-simple connexe linéaire. Le
groupe G est liminaire et la topologie de Jacobson sur G coincide avec la topologie de Fell,
[19]. En particulier les points sont fermés pour cette topologie.
Revenons & G = Sp(n, 1). Commengons par rappeler le lemme suivant :

Lemme 2.6. Si m, converge vers m et est un sous-quotient de m¢ ,, , avec v, réel, alors la
suite vy, converge.

Démonstration. Si 0 désigne Popérateur de Casimir, on sait que la fonction o — () est
continue sur G (d’aprés un lemme de Dixmier, voir [12] pour une démonstration). Or m,, () =
e v, (£2). Notons || la norme sur (a+ ib)* obtenue par restriction de la forme de Killing, et &
la demi-somme du systéme de racines positives ®*. Pour v fixé, on a

Ten(Q) = Xae, (DI
= ([Agu® — 161
= (I€+ 0l + [v[* = [6]*)1

La deuxiéme égalité résulte par exemple de [29, lemme 12.28]| Par conséquent, (v,,) converge.
O
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Soit 7 une représentation admissible de G.

Proposition 2.7. (Harish-Chandra) Pour toute f € C°(G), l'opérateur

w(h) = [ flam(ag
est a trace et la forme linéaire

f = Trace(w(f))

définie une distribution sur C°(Q). Elle est définie par une fonction 0 définie sur un ouvert
dense G' de G ou elle est analytique.

Proposition 2.8. (/29/, proposition 10.18) Si m = m¢,,, nous avons pour x € G

-1 v —v S — -1
Or(x) = ¢ (2) = { é) (h)((e” 4+ e7") ® ché|g)(h) :1131170; ghg~ ' pourh € BA,

ot D est une fonction ne dépendant ni de v ni de . En particulier, ¢, est continue en v.

A~

Proposition 2.9. Soit (v,) convergeant vers v. La suite (m¢,, ) converge vers o € G si et
seulement si o est un sous-quotient de ¢ ,(f).

Démonstration. La proposition 2.8 montre que la distribution
f > Tracen(f)

sur C°(G) est définie pour m = m¢,, par une fonction localement intégrable ¢, majorée
en valeur absolue par une constante fois |6¢ | qui est localement intégrable. Le théoréme de
convergence dominée donne donc pour f € C°(G)

lim Tracemwe,, (f) = Traceme . (f)

Un—UV

La conclusion résulte alors de [20, corollaire 2 du théoréme 2.3 et lemme 3.4]. Ces résultats de
Fell sont rappelés dans la proposition qui suit. O

Pour 1 € K, soit pu : k +— dim p Trace p(k) le projecteur associé dans C°°(K’). Comme
C*°(K) agit par convolution sur C°(G) on peut définir une sous-algébre involutive par

A= 2 O (C) -
1,42
Cette sous-algebre est dense dans C2°(G).

Proposition 2.10. 1. Soit f € . Alors il eziste n € N tel que pour tout = € G, on ait
Rangm(f) < n.

2. Soient (7p)neN, 01, - - ., 0 des éléments de G. Supposons que pour toute f € A on ait

n—oo

lim Tracem,(f) = Z Trace o;(f),
i=1

alors la suite (my,) converge vers o € G, st et seulement il existe i tel que o = o;.
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Remarque 2.11. Compte-tenu du fait que les distributions 0., w irréductible admissible, sont
indépendantes, il en résulte en particulier que tous les sous-quotients de ¢ ,(¢) sont unitari-
sables.
Nous sommes maintenant en mesure de décrire la topologie de Fell sur G. Soient
B I’ensemble des bouts de séries complémentaires,
C l'ensemble des séries complémentaires,
D I’ensemble des séries discrétes,
7T Pensemble des séries « isolées »,

L I'ensemble des limites de séries discrétes, et

S ok W=

‘P I’ensemble des séries principales unitaires.

Théoréme 2.12. 1. Z, D, L et B sont fermés et discrets dans G.
2. Soit & € M. L'adhérence de PC(§) = {me,, € P UC} est la réunion de PC(E) et des

sous-quotients de T¢ ,(¢)-

Démonstration. Soit m € G et (m,) convergeant vers 7. Si p est un K-type de 7 alors on
peut supposer d’aprés le lemme 2.5 que p est un K-type de m,. Toutes les représentations
unitaires irréductibles de G apparaissent comme sous-quotient d’une représentation principale
Tep OU & € Metve ag, il existe donc une suite (non-unique) (&, v,) telle que m, soit un
sous-quotient de m¢, ,,. et cette représentation contient aussi u comme K-type. Par réciprocité
de Frobenius, on en déduit &, C pps. Par conséquent il n’y a qu'un nombre fini de &, possibles
et la suite (§,) s’écrit comme réunion finie de sous-suites constantes. Il suffit d’examiner ces
sous-suites séparément. Supposons donc que &, = £ est constante.

D’apres le lemme 2.6, on déduit que v, converge. Supposons que w € Z (resp.D, L, B).
Alors le caractére infinitésimal de 7 est intégral. Pour n assez grand, et comme v,, converge,
on peut supposer que 7, posséde le méme caractére infinitésimal que 7 ou que celui-ci n’est
pas intégral. Dans le premier cas, m, = 7 car les points sont fermés et qu’il n’existe qu’un
nombre fini de représentations admissibles (donc unitaires) de caractére infinitésimal donné.
Dans le deuxieme cas, m, = m¢,,,, car les séries principales dont le caractére infinitésimal n’est
pas intégral sont irréductibles. Ceci achéve la démonstration. U

Pour étudier complétement la topologie de Fell, il reste a savoir quels sont les sous—quotients
des séries principales généralisées m¢,. Ce travail que nous rappelons dans ’appendice, a
été effectué par M.W. Baldoni—Silva. En utilisant la connaissance des longueurs des séries
complémentaires, nous sommes alors en mesure de montrer que les sous—quotients de ¢ (¢
peuvent étre des éléments de B, D, L, ou méme de C ou de Z.

Cependant, pour déterminer la K-théorie de C*(G), nous aurons seulement besoin du
résultat suivant de théorie semi—simple.

Proposition 2.13. [29, proposition 8.21] Si m = Je s est un point adhérent a (m¢,) avec
g #£¢, alorsv(§) > V.

Nous sommes maintenant prét a énoncer et & démontrer le résultat principal de ce
chapitre.
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Théoréme 2.14. Le morphisme p = X\ @ (Drezevy)
CHG) - CrHG) @ ( P IC(H,J)
TeL
induit un isomorphisme en K -théorie.

Rappelons [19] que les idéaux fermés d'une C*—algebre A sont en bijection avec les ou-
verts du spectre de cette C*—algeébre. Cette correspondance associe & un idéal fermé I de A
Pensemble des représentations irréductibles 7 de A telles que m|; # 0. De méme les quotients
de A par un idéal fermé correspondent aux fermés du spectre de A. L’ouvert correspondant a
Kerp est

(Kerpy=CUB.

Remarquons que p est bien défini car 'ensemble Z des « séries isolées » est fermé et discret
dans G, d’aprés le théoréme 2.12.
En considérant la suite exacte & six termes associée en K—théorie & la suite exacte

0 — Kerp — C*(G) = CH Q) @ < @IIC(H“)> —0,
TE

nous voyons qu’il suffit de montrer que K, (Kerp) = 0.

Lemme 2.15. L’ensemble
{v>0;3¢ € M, me,réductible etJe, € CUB}
est fini.

Démonstration. Si mg,, est réductible alors A¢, = " aje; est intégral, ce qui se produit si et
seulement si a; € Z. D’autre part, les équations 2.1 se lisent ici

ar=v+b+1/2
apg=v—b—1/2

Ceci implique v € 1/2N. D’autre part si Je, est unitaire, v < dq = n + 1/2, ol 0q est la
demi-somme des racines positives de ®4, d’aprés [4, |. O

Définition 2.16. Soient vy, ..., vy les éléments de I’ensemble fini {v > 0; 3¢ € M, me préductible et Je, €
C U B}, avec
<< U,

et posons vy = 0.

Définition 2.17. Pourl =0,...,k posons
é’l:{Tr:Jg?VGCUB7V>Vl}.

On a bien stir Go=CUB et G, = 2.

Proposition 2.18. 1. (Kerp)=Go D --- D Gp = 3.
2. G’l est ouvert dans Gy.
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3. Pour £ € M donné et | < k, posons
Gi(§) = {m = Jew €CB(E); v <v <w},

0w CB(&) = {Je; 0 <v <w(§)}. Alors G\ Gigp1 = UG (€) et Gy(€) est ouvert et fermé
dans G, \ él+1.

Démonstration. La premiére assertion est évidente. La deuxiéme assertion et le début de la
troisiéme sont des conséquences immeédiates de la proposition 2.13. Il reste & montrer que G, &)
est fermé dans G \ Gl+1 Soit (m,) une suite convergeant vers m = J¢, € Gl(f) Le méme
raisonnement que dans le théoreme 2.12 montre que I'on peut supposer que m, = Jg ,, et v,
converge vers v si £ = £, et vers 1/({’ ) sinon. Mais toujours d’aprés la remarque 2.13, on doit
avoir v(¢') > 41 done si m, € G; \ Giy1 on doit avoir m, = m¢,, € Gy(£). O

Soit C}(G) l'idéal fermé de Ker p associé a 'ouvert G;. Nous obtenons une suite décrois-
sante d’idéaux de Kerp,
Kerp=C;(G)D--- D Ci(G)=0.

Remarquons que K,(C}(G)) = 0. Si 'on parvient & montrer que, pour tout I =0,...,k —1
K.(C;(G)/C}.(G)) = 0, nous pourrons conclure, en utilisant la suite exacte a six termes
en K-théorie, que l'inclusion Cf(G) C Cf(G) induit un isomorphisme en K-théorie. Nous
aurons donc

K. (Kerp) = K.(C}(G)) = - = K.(C}(G)) = 0.

Pour ¢ € M, soit A; £ l'idéal de Cf(G)/C (G) associé a l'ouvert Gy(€). D’apreés la proposition
précédente, C7 (G)/Cf 1 (G) = @A ¢. 1l suffit donc de montrer que A; ¢ est nul en K-théorie.
Considérons le noyau du morphisme d’évaluation

Ve, ¢ Ae — K(H) .
Le théoréme suivant détermine ce noyau.

Théoréme 2.19. [19, théoréeme 10.9.6] Soient X un espace localement compact & base dé-
nombrable de dimension finie tel que H3(X;Z) = 0 et H un espace de Hilbert de dimension
dénombrable. Soit A la C*-algébre des sections continues nulles & linfini du champ de C*-
algébres élémentaires défini par le champ constant associé o H. Alors toute C*-algébre de
spectre X a trace continue, homogéne de degré dénombrable (c’est—a—dire dont les représenta-
tions irréductibles agissent toutes sur un espace de Hilbert de dimension infinie dénombrable)
est isomorphe a A.

Proposition 2.20. K,(4;¢) =0

Démonstration. D’apres le théoréme 2.19 appliqué a Kerev, vyy OD A UDE suite exacte courte

0— Co(lv, i) ® K(H) — Aie N, (H) — 0,

ou m = Je,,,,- Comme la multiplicité de Je,,,, dans m¢,, , est égale & 1, le théoreme [18,
VI.3.8] (voir le théoréme A.5) implique que A;¢ est Morita—équivalente a l’algebre A des
fonctions f € Co(Juy, vi41), Ma(C)) telles que f(v4+1) = (§9). La suite exacte a six termes
s’écrit alors

0— Ko(A) —Z-57Z — Ki(A) — 0.
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Il suffit donc de montrer que § est un isomorphisme. Soit f € Cy(Jv;, v41]) croissante positive

telle que f(vj41) = 1. Alors 0[1] est la classe dans K1 (Co(Jv, vi41]) de t — exp(2im f(t)). Donc
0[1] = 1 Finalement, § est bien un isomorphisme. O

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.14.



Chapitre 3

Image de I'induction de Dirac pour
Sp(n, 1)

Dans ce chapitre nous décrivons 'image de
p: R(K) — Ko(C*(G)).

Nous calculons d’abord l'image de p, dans Ko(C;(G)) en fonction de générateurs donnés par
les séries discrétes et des limites de séries discrétes. Comme nous I'avons rappelé, nous savons
que p, est un isomorphisme. Ce travail nous sera cependant nécessaire pour donner ’image
de p en fonction des générateurs de Ko(C*(G)) que nous avons obtenus précédemment.

Tout d’abord, remarquons que le morphisme de K = Sp(n) x Sp(1) sur SO(p) donné par
(m,q) € Sp(n) x Sp(1) et v € p par

(m7 q)-’U = qu Y

se reléve en un morphisme K — Spin(p) car K est simplement connexe.

Nous choisissons maintenant une décomposition de S = ST@®.S5™, qui sera fixée dans tout ce
chapitre. Soit (eq, ..., e2my) une base orthonormée d’un espace euclidien V' de dimension paire.
L’élément w = i™eq - ... - eay € Cliffc V vérifie w? = 1. Par conséquent, tout module E sur
Cliffc V admet une décomposition en somme directe £ = ET@E™ associée aux valeurs propres
1 et —1 de w. Il est facile de voir que cette décomposition ne dépend que de l'orientation de la
base choisie. En particulier, on obtient une décomposition S = ST @S, et ces représentations
sont irrréductibles sous l'action de Spin(2m).

Revenons maintenant au cas d’un groupe de Lie G semi—simple connexe linéaire. Supposons
que G posséde un sous—groupe de Cartan compact 7. Soit K D T un sous—groupe compact
maximal, g = £®p la décomposition de Cartan. Choisissons un systéme de racines positives A™
pour le systéme A(gc, tc). Soit {aq,...,an,} Pensemble des racines non—compactes positives.
Alors, il est possible de choisir (d’apres [29, Chapitre VI, Exercice 5]) des vecteurs propres
Eo; et E_q, tels que

€2j—1 = Eaj + E,aj et eg; = i(Eaj — E,aj)

23
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soient dans g (et donc dans p). Alors, aprés normalisation si nécessaire, la famille (eq, ..., eap)
est une base orthonormale de p. Nous obtenons ainsi une décomposition de S qui ne dépend
pas de Pordre choisi sur les «j, et est donc définie par la donnée de At.

Voyons maintenant 1'effet d’un changement du systéme de racines positives. Soit AT un
autre systéme de racines positives. Alors il existe un unique élément w du groupe de Weyl tel
que wAt = At. Notons S = ST @& S~ la décomposition associée & AT, Alors,

3+ _ St s detw=1,
1 ST si detw=—1.

Cela se démontre facilement par récurrence sur card(A+t N A*).

Choix. Pour G = Sp(n, 1), la décomposition de S que nous choisissons est associée au systéme
AT défini & la page 14.

Soit (m,H,) une représentation unitaire irréductible de G et HTO I'espace des vecteurs

K-finis (qui sont analytiques). On désignera encore par 7 l'action infinitésimale de g ou de 3
(K)
sur Hy 7.

Proposition 3.1. Soit (u, V) une représentation irréductible de K. On a un isomorphisme
(d’espaces hermitiens)

Ev @ H =~ (S ®V ©Hyx)" = Hompe (S © V, HE)) |

L’opérateur Dy ®r 1 noté w(Dy) est donné par

7(Dy) = (i) ® 1@ 7m(w;).
Si 7 est une représentation unitaire de G, I’évaluation de l'indice Ind, Dy en 7 est
7.(Ind, Dy) = dim Homg (ST ® V', H,) — dim Homg (S~ @V, Hy) = m(m, i) .
Nous aurons également besoin du lemme suivant, da & Parthasarathy.

Lemme 3.2. [29, | Soit (1, V') une représentation irréductible de K. Pour toute représentation
T € G, ona

m(Dv)? = —7(Q) + ¢,

‘ 2

ot ) est Uopérateur de Casimir et ¢, = |u+ pc|* — |p|*.

En particulier,
m(Indy Dy) # 0 = Xr = Xpu+p. -
3.1 Image de pu,

Notons M,eq I'ensemble des représentations irréductibles £ de M, telles que ¢ o est réduc-
tible. Soit H un espace de Hilbert séparable.
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Théoréme 3.3. On a un isomorphisme

CH(G) ~ ( ® IC(HW)> & (®ggm, Ac) @ (Sgen, , Be)

€D
" A = GliR") @ K(H),
Be = { € GoliR*, Mo(0)); J(0) = (3°)} @ K(H).

Démonstration. Rappelons que la topologie sur G, est la topologie induite par celle de G.
D’aprés le théoréme 2.12, les composantes connexes de G, sont des points isolés correspondant
aux séries discrétes, des demi—droites correspondant aux & ¢ Mred, et des demi—droites & deux
bouts correspondant aux & € Mred. Le résultat est alors une conséquence des théorémes 2.19
et [18, théoréme VI.3.8] (voir théoréme A.5). O

Lemme 3.4. 1. K()(Bg) =7 et Kl(Bg) =0.
2. Ko(CHG)) est un Z—module libre dont une famille de générateurs est en bijection avec
Uensemble DU M yeq.

Démonstration. La C*—algébre Be est Morita—équivalente a ’algebre

A={feco®, m©0); f0)= (4 1)}
On a une suite exacte courte

0 — Co(R") ® My(C) — A — C? — 0.
D’ou en K-théorie

0— Ko(A4) — /Iy N Ki(A)—0.

Décrivons 4. Soit f une fonction sur R™ positive décroissante valant 1 en 0. Alors la classe de
t— <6Xp(2grf(t)) ?) dans K1(Co(R*) ® M2(C)) est I'image par § du projecteur (1,0) € C2.
On décrit de méme l'image de (0,1) pour déduire que 6(ni,n2) = ni + no. O

Soit £ € Mred. Soient 7 les sous-représentations de meo- Alors evy+ 1 Be — KC(H+) induit
un isomorphisme en K-théorie. Nous noterons [r¥] I'image réciproque par cet isomorphisme
du générateur de Ko(K(H,+)). De méme, si m € D est une série discréte on note [r] I'image
réciproque dans Ko(C(G)) du générateur de Ko(K(Hy)) par evy .

Soit € K et notons pe la demi-somme des racines compactes positives dans AT. Soit
X = Xutpe- Si x est régulier, notons m;(x), ¢ = 0,...,n les séries discrétes de caractére
infinitésimal y, en accord avec les notations du paragraphe A.2. Si x est singulier, il existe
deux limites de séries discrétes de caractére infinitésimal x, notés 7 () et 7 (x), et le choix
des symboles + et — est encore défini dans le paragraphe A.2.

Théoréme 3.5. Soit pu € K et X = Xu+pe- S1 X est réqulier, il existe un unique i € {0,...,n}
tel que p + p. € C;. Alors dans Ko(C)(Q)),

Indy Dy = (=1)""[mi(x)] -
Si x est singulier, soit i =i(x) Uentier défini page 61. Alors dans Ko(C}(Q)),

Ind, D, = (-1)" "zt (x)].
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La fin de cette section est consacrée a la démonstration de ce théoréme.

D’apres le lemme de Parthasarathy (lemme 3.2), les représentations irréductibles tempérées
7 de G pour lesquelles 7(D,,) posséde un noyau non-nul vérifient x, = x. Si x est régulier, il
suffit donc d’évaluer D,, sur les séries discrétes m;j(x). D’apres le théoréeme d’Atiyah-Schmid
[1], il existe une unique série discréte 7 telle que

7 Ind, Dy, = dim Hompg (ST ® Vi Hy) — dimHompg (S~ ® Vy,, He) # 0,

et cette représentation est la série discréte de paramétre de Harish—Chandra p + p.. De plus,
pour m = T, ,., T Indg D, = 1 lorsque le systéme de racines choisi pour la décomposition de
S est tel que pu + pe soit dominant. La conclusion dans le cas régulier en résulte.

Toujours d’aprés le lemme de Parthasarathy, lorsque x est singulier, il suffit d’évaluer sur
la composante Be de Cj(G) telle que 7¢ o est somme des limites de séries discrétes 7 (x) et
7~ (). D’aprés la proposition 3.11 ! il reste donc & calculer le caractére d'une limite de séries
discrétes. Rappelons que si A est une forme sur t, telle que A € éj N C'j+1, la limite de séries
discrétes w7+ (\) (resp. 7 (\)) est construite grace au foncteur de translation de Zuckermann
en choississant le systéme de racines positives pour A({c, gc) correspondant a la chambre de
Weyl Cjy1 (vesp. Cj). Autrement dit :

7t (A) =Y (my)

ou X est intégral régulier relativement a Cjq (resp. Cj), et my est la série discréte de para-
metre de Harish-Chandra )\, c’est-a-dire 'unique série discréte 7 telle que W*(Inda(D:{,) #0
ou i/ = N — p.. D’une part, on sait [29, théoréme 12.7] que le caractére de la série discréte
7' de parametre N vérifie ApOq | = 37 detw e® En utilisant alors [29, proposition
10.44| sur effet du foncteur de Zuckermann sur les caractéres, on obtient comme dans le cas
des séries discrétes, Apfy | = ZwEWK det w e®*. Rappelons que ces formules dépendent du
choix du systéme positif tel que N soit dominant. Avec la correction nécessaire, d’aprés la
proposition 3.11 nous obtenons donc

Proposition 3.6. Soit A =+ p. et j tel que A € C'j N C‘jH. Alors

(~1m I s 7w = at(y)
meInd, Dy = ¢ ()" si wm=7(x)
0 sinon .

Terminons en remarquant que si y est donné, et v est le parameétre de Langlands tel que
7(7y) est somme de deux limites de séries discretes de caractere infinitésimal x, on a avec le
theoréme A.10 cas I, 7y € Cj()—2 N Cj(y)—1-

3.2 Image de u

Soient u € K et X = Xutpe- S0it 7 comme dans la définition A.18 et tel que x5 = Xx.
Posons pour ¢ = 2,...,n, a; = ¢; — e;41. Soit 0 < p(x) < n — 1 le plus petit entier tel que

(F—0a)=0 Va=oap1, - ,anq1 -

! Cette proposition dont la démonstration apparait dans la suite du texte, est un fait général de théorie des
représentations des groupes semi-simples
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Lemme 3.7. Si x est régulier, les séries isolées de caractére infinitésimal x sont les quotients
de Langlands J; ;41(x) ot p(x) <i < n—2, ou la représentation triviale.

Si x est singulier, il existe au plus une série isolée de caractére infinitésimal x. Cela est le
cas si et seulement si i(x) > p(x). Notons J(x) cette série isolée si elle existe.

Démonstration. Nous nous réferrons & certains résultats contenus dans I’appendice pour mon-
trer ce lemme. Le cas régulier est contenu dans la proposition A.19. Dans le cas singulier,
d’apres le lemme A.20, si v = ) a;e; est le paramétre de Langlands d’une série isolée de
caractére infinitésimal x, on doit avoir

Ai(x)+1 = a1 > a9 > j(x)+2 -

Dans les notations de la définition A.18, on a p = i(x) — 1 et ¢ = i(x). La conclusion résulte
alors de la proposition A.19. O

Pour une série isolée 7, notons [7] le générateur de Ko(C*(G)) obtenue grace au théoréme
2.14

Théoréme 3.8. Soit € K tel que y = Xu+pe S0it i comme dans le theoréme 3.5.
Si x est régulier, on a dans Ko(C*QG),

min(z,n—2)

Ind (D)) = (=1)" " | [mC)l + D> [0

Si x est singulier,

—1)r ([t si i
Indy(D}) = { (DR (L U)o 20,

La suite de ce paragraphe est consacrée a la démonstration de ce théoréme. Nous nous
référerons dans cette preuve a des résultats de Baldoni-Silva [3],[4]. Ces résultats sont rappelés
au début du deuxiéme appendice. Comme nous avons déja calculé I'image de I'induction de
Dirac, il reste & évaluer sur les séries isolées. Par conséquent, pour pu € K et 7 une série isolée,
on cherche a calculer :

m(m, 1) = dim Homp (V,, ® S, HE)) — dim Homg (V, ® S~, HI9).

Ceci determinera 1’égalité
IndaD:' = Z m(m, pu)[n].

Commencons par quelques généralités sur les caractéres des représentations des groupes
semi-simples. Soit G un groupe de Lie linéaire connexe semi-simple et K un sous-groupe
compact maximal. Supposons que K posséde un sous—groupe de Cartan 7' qui soit un sous—
groupe de Cartan dans G. Soit ® le systéme de racine de la paire (gc, tc). Nous choisissons un
systéme de racines positives @1 et nous notons @ (resp.®;") 'ensemble des racines positives
compactes (resp. non—compactes). Si V' est une représentation unitaire de K, on note ch(V)
son caractére. Supposons pour le moment que 7 est admissible et écrivons

g = E npV,.
pEK
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Lemme 3.9. /29, lemme 12.8] La série ) n,ch(p) converge vers une distribution de K. On
la note ch(m).
Lemme 3.10. i ch(r)(ch(S*) —ch(S™)) = > a(m, u)ch(u), alors

m(m,p) = (—=1)%a(m, pn) avec ¢ = 1/2dim(G/K) (= 2n lorsque G = Sp(n,1)).

En effet, les représentations St et S~ sont autoadjointes lorsque g est pair, et adjointes I'une
de I'autre lorsque ¢ est impair.

Rappelons que 6, désigne la fonction sur G’ qui définit le caractére de 7. On a alors
ch(m) = 0, |gnk- Notons T" = G'NT. On a

(ch(ST) —ch(S))|r = [ (7* —eP7?),
Bed

et d’apres la formule de Weyl

Ajifchu = Z 5(w)e“’(“+pc),
weW§K

ou A¥ = H,BG@? (65/2 _ 6—6/2)‘ D’ot, en posant Ap = 1_[66(1)Jr (6/@/2 _ 6_/6/2),
AT97r|T’ = (Ch(8+) - Ch(S_ )A¥0ﬂ|T/

)
>y alm, ) Afch(u)
= me e(w)a(m, ,u)ew(lH'Pc)

En particulier,

Proposition 3.11. Pour calculer m(rw,u) il suffit de connaitre le coefficient de e+ dans
AT971'|T’-

Revenons maintenant au groupe G = Sp(n, 1). La proposition suivante est un corollaire
immeédiat du théoréme 2.8.

Proposition 3.12. Si m = ¢, est une série principale, alors O;|p = 0.
On peut enfin étudier le cas ol 7 est une série isolée.

Lemme 3.13. [29, lemme 12.9] Notons pt, la demi-somme des racines non-compactes positives
du systéme de racines positives C; (défini page 58), pour 0 < i < n.

S=@PVi : =BV 5= D Ve
=0

i pair i impair
On en déduit immédiatement,
Proposition 3.14. S5i m = 1¢ dlors
1 sipu= ,02_’: et ¢ est pair,
m(m,p) =< —1 si = pl~" et iestimpair,

0 sinon.
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Notons x = xr le caractére infinitésimal de m. Il est intégral.

Rappelons que Baldoni—Silva a donné I'expression des caractéres des séries principales en
fonction des caracteres irréductibles de G (voir les théoréemes A.7 et A.10 en appendice). Ceci
permet d’écrire pour 7, de caractére infinitésimal x, une expression de la forme

One, = Y Nre,mbr. (3.1)

T XTt=X

ou la somme est prise sur les représentations irréductibles admissibles. On veut en déduire une

formule du type
b= Y. b abre,+ Y, nhibp. (3.2)
e Xmg , =X DeD, xp=x

Ensuite il suffira d’appliquer la proposition 3.12 et le résultat correspondant pour les séries
discretes ou les limites de séries discrétes, pour obtenir m(7, ).

Supposons d’abord que y est régulier. Il est possible de déduire la formule 3.2 de la formule
3.1, car le graphe Gg) est sans boucle (voir la définition page 59). Le lemme suivant est un
corollaire immédiat du théoréme A.7.

Lemme 3.15. Soit k € {0,...,n —2}. En supprimant les points des k premiéres colonnes de
(r)

Gg) et les arrétes ayant pour origine un de ces points, on trouve le graphe G|’ correspondant
au groupe Sp(n — k, 1).

Soit ¢ tel que m = J;;41(x) soit une « série isolée » et D = m(x). Alors n’, _ est la
différence du nombre de chemins de longueur paire menant de (i,i+ 1) a (k,2n+1 - k) dans
G, et des mémes chemins de longueur impaire. En particulier, n; ;41 = 0 si 7 > k. D’apres le
lemme précédent, ce nombre est aussi pour i < k, la méme différence pour les chemins menant
de (0,1) & (k—14,2n+ 1 — k +14) dans G,,—;, et le point (0, 1) correspond a la représentation
triviale 1 de G lorsque x = 0. En appliquant la proposition 3.14 et le théoréme 3.5, il vient :

Proposition 3.16. Soit D = mi(x) et u l'unique représentation de K telle que m(D, u) # 0.
Alors, Ozl = 0p|1.

Traitons maintenant le cas singulier. Rappelons qu’il existe au plus une série isolée m =

J(x) de caractére infinitésimal x et que si c’est le cas celle-ci correspond au point indexé par
) (s)
7 n7i3
menant du point correspondant & la « série isolée » a 7wt (x) et ce chemin est de longueur
2n — 2i + 2, donc est paire (voir par exemple la figure A.2, page 62). En menant le méme

raisonnement que dans le cas régulier, on en déduit la proposition suivante.

i(x) — 1 dans la graphe Gif défini page 62. Il n’y a qu’un seul chemin dans le graphe G

Proposition 3.17. 0| = 0W+(X)‘T’ .

La conclusion dans le cas singulier résulte alors également du théoréme 3.5.
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Induction cohomologique et variétés
de drapeaux

Définitions des variétés de drapeaux [43]

Soit G un groupe de Lie complexe connexe et G une forme réelle. Dans la suite, nous
noterons go l'algébre de Lie de G, et g = (go)c 1'algébre de Lie de GC. Nous ferons de méme
avec les autres groupes de Lie. Notons 7: X +— 7(X) la conjugaison correspondante. Si m
est un sous—espace de g tel que m = 7(m), alors il existe un sous—espace mgy de go tel que
(mg)c = m. L’espace m est alors dit étre défini sur R. De plus, si m est une sous—algebre de Lie
de g alors mg est une sous—algebre de Lie de gg. Soit 8 'involution de Cartan, et gg = £ @ po
la décomposition de Cartan. Notons encore 6 ’extension a G©.

Définition 4.1. Une variété de drapeauz complere Z pour GC est un espace homogéne de
la forme GC/Q ou Q est un sous—groupe parabolique de GC c’est-a-dire que q contient une
sous—algébre de Borel b.

Soit Z = G€/Q une variété de drapeaux complexe pour GC. Soit b une algébre de Borel
contenue dans q. Cette algébre de Borel contient une sous—algébre de Cartan f. Notons A(g, b)
le systéme de racines correspondant et A™ le systéme positif tel que b = h+> aca+ Ba- Alorsil
existe un unique S contenu dans I’ensemble des racines simples, tel que, si Ag = spany SNA™,
I’algébre parabolique

qs = (h & Z ga) @ ( Z ga) = ls D ug,

aEAg aEAT\Ag

est conjuguée & q. En particulier, g = [ & u avec u nilpotente.

Il est possible de choisir un point base z € Z tel que 'algebre de Lie q = q, de Stabgc(z)
contienne une sous—algébre de Cartan h définie sur R. La conjugaison agit sur les racines de
A(g,h) par 7(a): H — a(7(H)), pour H € h. Il est également possible de choisir I'involution
de Cartan 6 tel que b soit f-stable. Alors hy = to @ ajy avec to C € et aj C po.

Théoréme et Définition 4.2. Soit z € Z comme ci-dessus et D = G(z). Les conditions
suivantes sont équivalentes.
1. D C Z est une G-orbite ouverte.

2. Aunt(Aw)) = 2.

31
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3. q+7(q) =g.
4. bo est maximalement compact dans go, c’est-a—dire tg est une sous—algébre de Cartan
de ¥y et il existe un systéeme positif A1 tel que T(AT) = —AT et A(u) C AT.

Soit D = G(z) C Z une orbite ouverte sous l'action de G. En particulier D est une sous
variété complexe de Z. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. D posséde une forme volume G—invariante.
qN7(q) est réductive.

qN7(q) =1L

T(AW) = —Aw).

Il eziste \g € it tel que

A(l,h) ={a € A(g,h); (Ao;a) =0}, (4.1)
Au,b) ={a € Ag,h); (Ao;a) > 0}. '

Une G-orbite ouverte D C Z qui posséde une forme volume G—invariante est appelée une
variété de drapeauz pour G.

Soit D une variété de drapeaux pour G. Il est alors possible de choisir un point base z
tel que q = g, soit #—stable. Alors, L N K = K(z) est une sous-variété complexe compacte
maximale de D, de dimension complexe

s: =dimc(unt).

Lemme 4.3. 1. Soit (V,p) un (L,q)-module de dimension finie. Alors (V,p) définit une
représentation holomorphe de Q). On obtient ainsi un diagramme commutatif

GXLV — G(CXQV

! |
G/L — GYQ

qui fait de G xp V' un fibré holomorphe sur G /L.

2. Soit U C D un ouvert. Notons Oy le faisceau des germes de sections holomorphes de GX V.
Soit p: G — G/L la projection. Pour X = X1 +iXs € g, notons r(X): = r(X1) + ir(X2) le
champ de vecteurs complexes invariants a droite défini par X. Alors

o ~o(gl) = p()'e(g)
Oy (U) = {¢>-p )=V v;?eu,pr(xw—ip(XW:O }

En particulier, l’espace tangent antiholomorphe & G/L en z s’identifie a u.

4.1 Induction cohomologique
Définitions
Conservons les notations de 'introduction. Considérons le fibré holomorphe

Ey =NTYG/Lo G x V.



4.1. Induction cohomologique 33

Soit Ay lopérateur de Dolbeault des formes a valeurs dans ce fibré. L’espace des sections C™
de &y s’identifie &

(&) ~ (C®(G) ® AN*u* @ V)F ~ Homp (Au; C®(G) @ V).

Pour f € Homy(A*u; C%°(G) ® V), Popérateur Jy est donné par

1 ~
W XiA A Xpr1) = pi(fl)i(r(@p)(Xi)f(Xl/\.../\Xz-/\.../\Xp_,_l)

i=1

+ Y (DM (X XA XA AXE A AXA A X ).
1<k<I<p+1

Pour que les espaces de cohomologie

; A ker(dy : T'(&L) — F(é’Hl))
H(G/L00) = 5, TE ) = TE)

de ce complexe différentiel soient des représentations continues de G sur des espaces de Fréchet
lorsque I'*°(&y/) est muni de la topologie C* et H* de la topologie quotient, il faut que Im(dy)
soit fermé.

Pour contourner ce probléme, Zuckermann construit un (g, K )-module R*(V) a partir du
(I, LN K)-module V', qui devrait étre I’espace des vecteurs K—finis des espaces de cohomologie
H".

Soit VI = V@A™, Alors V*# est un (I, LNK)-module que I'on prolonge en un (q, LNK )~
module en faisant agir u trivialement. Soit I" le foncteur qui & un (g, LN K)-module W associe
le (g, K)-module

I'(W) = somme des composantes £-isotopes de W de
dimension finie qui définissent une représentation de K.

Définition 4.4. Les (g, K)-modules R*(V) sont les modules
I (Homg o (U(g) ;s VF))
on I est le i-éme foncteur dérivé de T'. Ce procédé est appelé induction cohomologique.

Remarquons qu’il n’est pas nécessaire dans cette définition que V soit de dimension finie.
Ce n’est pas nécessaire non plus pour la définition de la cohomologie de Dolbeault, mais les
questions de topologie qui apparaissent sont encore plus délicates.

Le complexe dans le lemme suivant est le complexe de Dolbeault, mais ou les coefficients
C™ sont remplacés par des séries formelles en I'identité. C’est le premier pas vers ’'identifica-
tion entre 'induction cohomologique et les vecteurs K—finis de la cohomologie de Dolbeault.

Lemme 4.5. [/5] Le compleze suivant a pour cohomologie RYV).
espace : ['(Homy () (U(g) ; N'u* @ Ve,
opérateur :

df (W)(X1 A A Xpy1) = (DR F(Xp - u) (X1 A A X Ao A Xppa)
SDEX R fu) (X A e AXE A A Xpir)
—1)

2. (-1

+
+ FHLF () ([X iy XA XA e AXg Al AXpA o A Xpia).
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Cas de Sp(n, 1)

Pour faire le lien entre les séries complémentaires et « isolées » de Sp(n, 1) et I'induction
cohomologique, nous avons besoin de savoir comment retrouver le parameétre de Langlands
d’une représentation irréductible admissible & partir d'un K—type minimal.

Soit G' un groupe de Lie linéaire connexe semi-simple. Pour simplifier ’exposé, nous sup-
poserons que Rang(G) = Rang(K) et que le rang réel de G est égal a 1. Soit T un sous—groupe
de Cartan de G inclus dans K. Soient A le systéme de racines de (g,t), A, C A celui de (&, t)
et AT un systeéme de racines positives pour A.. Soit p. la demi—somme des racines compactes
de A. Supposons en outre que g # sl(2,R).

Soit 7 une représentation irréductible admissible de G et p un K—type minimal de ,
identifié & son plus haut poids dans t*. Choisissons un systéme de racines positives A" tel que
i+ 2p. soit dominant. Soit p la demi-somme des racines positives de A™.

Proposition 4.6. [40, prop 4.1] pn+ 2p. — p est dominant ou bien il existe une racine simple
non—compacte B telle que

2(p + 2pc — p; B)
(3;6)

Définition 4.7. Avec les notations de la proposition précédente, posons

=—1. (4.2)

~ W+ 2p.—p st b+ 2pe + p est dominant,
A(p) = B 1 :
p+2p.—p+ 50 sinon.

Alors A(y) est dominant par rapport a ¢F. Soit b° la sous-algébre parabolique §-stable
de g déterminée par A(u) comme dans les équations 4.1.

Théoréme 4.8. [40],[5]
1. Xp) est régulier si et seulement si © est une série discréte. Dans ce cas, T est infinitési-
malement équivalente a la série discrete de paramétre de Harish-Chandra \(u).

Si M) est singulier, b° détermine un sous—groupe paraboligue P = MAN C G et une
représentation irréductible £(p) de M de plus haut poids \(u) — p(m).

2. Supposons que (i) est singulier. Pour tout v € (af)c, la série principale (généralisée)
Te(u)w contient le K—type p avec une multiplicité égale a 1. Soit 7'('5(“)7,/(/0 l"unique sous—
quotient qui contient p comme K-type. Il existe v tel que m a méme caractére infinitésimal
que Tg(y),p- Alors, pour un tel v, 7 est infinitésimalement équivalente a 775(“),,,(/1,). De plus,
Te(u),0 €st réductible si et seulement si p+ 2p. — p est dominant et

(1 +2pe — p,a) =0, a simple = o non—compacte .
Les sous—représentations de ¢, o sont alors des limites de séries discretes et toutes les limites

de séries discrétes apparaissent sous cette forme, exactement une fois.
Supposons que Rev > 0. Alors,

T e () (1) = Je(u)w

est le quotient de Langlands de la série principale me(,) -
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Revenons maintenant au cas G = Sp(n, 1) et reprenons les notations du chapitre 2 pour
deéfinir t, A, et AT .

Soit p = Z?;l Wigj € K n’étant pas le K—type minimal d’une série discréte ou le K-type
minimal d’une limite de série discréte. Choisissons A™ tel que i+ 2p.. soit dominant. D’aprés
ce qui précede, une des deux conditions suivantes (exactement) est réalisée :

— 1+ 2p. — p est dominant et il existe « une racine simple compacte telle que (u + 2p, —

psa) =0;

— il existe une racine simple non-compacte 8 comme dans I’équation (4.2).

Soit g D b une sous-algébre parabolique §-stable de g. Posons

pr=p—2p(unp).

Alors, pr est une représentation irréductible de L N K. De plus, P N L est un sous—groupe
parabolique minimal de L,
PNL=MnNL-A-NNL

est une décomposition d’Iwasawa de PN L, et £(ur) est le plus haut poids d’une représentation
irréductible du groupe compact (réductif) M N L. Pour éviter toute confusion, notons les séries
principales de la facon suivante :
G G L L
Tey =ndpé(p) @ e’ ® 1, mg,,, =Indpnp {(ur) ®e’ @1,

et de méme avec les quotients de Langlands. En particulier, JﬁL(uL) ., contient le L N K-type
pr, avec une multiplicité égale & 1.

Définition 4.9. Le K -type p est dit L-trivial (relativement ¢ q = [ & u) si la restriction de
wr G la partie semi—simple de L N K est triviale.

Le théoréme suivant permet de construire les séries complémentaires de Sp(n, 1) & partir
de séries complémentaires de sous-groupes L pour lesquels le paramétre A\(uz) est d’un type
bien particulier. Rappelons (théoréme 2.4) que si p est le K-type minimal d’une limite de
série discrete, alors pour tout v tel que Rev > 0, le quotient de Langlands J¢(,, n’est pas
unitarisable.

Théoréme 4.10. [5] Soit pu un K-type qui n’est pas le K—type minimal d’une série discrete
ou d’une limite de série discréte. Alors il existe une sous—algébre parabolique 0—stable g O bY,
construite explicitement, telle que

1. Les quotients de Langlands JEG(“)
deuz non unitarisables.

: : G L
2. Si les quotients JE(M)J/ et Jg(,@),u

et JgL sont tous deuxr unitarisables ou bien tous

v (kL)

)

sont unitarisables, alors

. JS sii=s
RUJE — &(p) v ’
e(us)) { 0 sinon.

En outre, si u vérifie la condition suivante,

Soit q est une sous—algébre parabolique §-stable telle que g O b°. Alors,

. . .. 4.
[p posséde un facteur simple isomorphe a sp(m, 1), m > 1 = p n’est pas L—trivial, (4.3)

alors exactement un des deux cas suivants est réalisé.
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— La restriction de £(ur) a mg N [ly, lo] est la représentation triviale, ou bien
- [lo, lo] = sp(m, 1), m > 1 et py, = aey41 avec a > 0.

Dans les 2 cas, il existe v(p) > 0 tel que Je(,,),, est unitarisable si et seulement si 0 < v < v(ju).
Les K -types qui ne satisfont pas a la condition (4.3) précédente sont de la forme

k
p=> picj, (uk #0), 0<k<n-2. (4.4)
j=1

Soit p un tel K—-type. Alors, la restriction de £(ur) a mo N [lp, lo] est la représentation triviale
(autrement dit, la restriction de pr o la partie semi-simple de L N K est la représentation
triviale). De plus, L = T* x Sp(n — k, 1) et le quotient JEG(M),V est unitarisable si et seulement
si0<v<n—k—1/2ouv=n—k+1/2.

Remarque 4.11. Ce théoréme permet essentiellement de se ramener au cas des séries sphé-
riques, c’est—a—dire les séries principales avec un M —parameétre trivial, qui est connu d’aprés
[25] ou [4]. Le seul cas qui n’est pas traité de cette fagon est u = aegny1. Dans ce cas il est
nécessaire de se référer a [4], car le sous—groupe L est G lui-méme, et u = py, n’est pas trivial.

Les représentations isolées apparaissent toutes comme induites cohomologiques d’une re-
présentation unitaire de dimension 1 (de poids pur) d’un sous—groupes L de la forme T* x
Sp(n —k,1).

Nous ne donnons pas la démonstration de ce théoréme, mais nous rappelons comment est
construite la sous—algébre parabolique dans chaque cas et nous identifions les sous—groupes L
correspondants.

Pour cela nous aurons besoin d’identifier I’algébre de Lie sp(n, 1) avec une sous—algebre de
sp(n+1,C), ce que nous faisons de la maniére suivante. Rappelons que Sp(n, 1) est le groupe
des matrices dans M, (H) qui laissent invariante la forme

n
g = dg; ®dg; — df, 1 @ dgn1 -
=1

Ecrivant H = C + jC et ¢; = z; + j2i+n+1, On obtient

¢ = >rq(dz ®dzi+ dZiyns1 @ dzigng1) — (dZng1 @ dzng1 + dZony2 @ dzopy2)
+i (> dzi N dziyni1 — dzngr A dzopya) -

Par conséquent, Sp(n, 1) peut étre vu comme un sous-groupe du groupe des matrices dans
Moy, 4+2(C) qui laissent invariante la forme symplectique

n

w= Z dzi Ndzigni1 — dzpy1 ANdzanyge,
i—1

lop41 O

et ce groupe est lui-méme conjugué a Sp(n + 1,C) par la matrice ( A ) En effectuant

ces identifications, on trouve que sp(n, 1) est ’ensemble des matrices dans Ma,42(C) de la
forme

]\/[tl X1 —Mt2 X M, My (n,n)matrices
er 21 Ygr Z9 My + Mik =0
sp(n, 1) ~ My, Xo M, -X; » My symétrique Csp(n+1,C).

X5 —z _X;r 7 z1 imaginaire
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Notons (F;;) la base canonique de l'espace des matrices. Les sous—espaces propres des racines
de A(g,t) sont

9ei—c; = C(Eij — Ejynitn)  Beite; = C(Eijn + Ejitn)
0-ci—e; = C(Biynj + Ejyni) 92 = CEiipn
g-2:, = CEin;

Venons—en maintenant a la description des sous—algebres paraboliques. Soit p = > p;e; comme
dans la condition (4.3). Alors pi,—1, fin €t fin+1 ne sont pas tous nuls. On vérifie facilement

que
n

Pt 200 =Y (5 +2n — 2 + 2)&5 + (g1 + 2)enta -
j=1

Soit j tel que
Hj—1+2n—=2]4+4> pipy1 +2 2> pj+2n— 25+ 2.

Alors p + 2p. est dominant par rapport & la chambre C;_1. On définit alors ¢y et t; comme
les plus grands entiers tels que

Pj—to =" = Hj = = Hjtt, =Y.

Remarque Le sous-groupe parabolique déterminé par A(u) n’est pas celui qui apparait dans
la premiére partie. Il est ici déterminé par le choix de la racine €,,41 — ;. Plus précisement, le
sous—groupe parabolique P est construit comme celui défini page 14, mais en partant de

0,1 0 0 0
t

0 0 O
a=¢X = 0 0 0, O ;teR > Cyp.
0 ¢ 0 O
Posons
Jj—to—1 Jj+t1 n
v= > (n—k+Dep+ Y (n—j+to+ler+ > (n—k+Dep+(n—j+to+1)ent,
k=1 k=j—to k=j+t1+1

et soit g la sous—algébre parbolique —stable déterminée par . Il vient alors, si y > 0,

D1 0 0
0 A 0 X 0 Dy, Dy diagonales imaginaires
0 o Do 0 Dj de taille (j — tg — 1)
(Man = 0 X 0 z D3 de taille (n — j — t1)
g0 = —D; 0 0 0 > A antihermitienne de taille
o 0 —AY 0 -X (to+t1 +1) x (to +t1 + 1)
0 0 —Do 0 z imaginaire
0 —X"tr 0 —z

Nous avons donc un isomorphisme d’algébres de Lie
(Ngo — ulto+t+1,1) & (IR)"fo-h-t

A X
(Dl,A,,X,DQ,Z) — (< *Ytr . ) y (Dl,Dz))

Par conséquent, L ~ U(tg +t; + 1,1) x T to—ti—1,
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Si y =0, on trouve

D : : . .
00 0 D diagonale imaginaire de taille k
0 A O C ) .
[= 00 -D 0 ; A, B,C carrées de taille (to+t1 + 1)
0 B 0 _A& B, C symétriques
Donc,
D 0 0 0 0 0
o A X o -B ¥ A, B, C carrées de taille
[(Ngo = M = 8 Xo o 70D y0 s ; (lot+ti+1), A+ A" =0,
o B Y 0 -Am X B, C symétriques,
oY om0 s 2, imaginaire
~ sp(to+t1+1,1) @ ((R)"to—ta=l
Le dernier isomorphisme est donné par
[Ngy — sp(to+t1 +1,1) ® (iR)nto—t-t
A x B Y
(A7 Ba Da 21, 22) — ( XB ZYl —YA“ —E% ’ ‘D)
vyt —z9 —Xxtr —2z1

Nous trouvons donc L ~ T to~t=1 x Sp(tg + ¢ +1,1).

Remarquons encore que si j = n et HLl o) = 0, nous devons avoir tg = t; = 0 et donc
[lo, lo] = sp(1,1). Ce cas correspond a une série sphérique. Si j # n, nous avons pr, = fn+1En+1
avec fin41 # 0 et pp n’est pas le K—type minimal de la série sphérique.

Passons maintenant aux K—types qui interviennent dans la condition (4.4). Ici, on pose
v = Z?Zl(n — J + 1)e; et soit q déterminée par ~. Il vient

D 0 0 0 . . . .
0 A 0 c D diagonale imaginaire de taille k&
[ = ; B, C symétriques
00 =D 0 de taille (n —k +1,n—k+1)
0 B 0 -—Av ’
Donc,
D0 0 0 o 0 D diagonale imaginaire de taille k
0 A X 0 —B Y , .
(Ngo — M — 8 yotr 2 7013 Votr 302 : A, B carrées de*tallle

o B Y 0o A" X (n—k), A+ A" =0,
0 YY" —z 0 —X" gz B symétriques,

21 imaginaire
~ sp(n—k,1) @ (iR)*.

Par conséquent,
L~TFxSp(n—k1).
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4.2 Construction géométrique

Résultats de Wong

H-W. Wong démontre dans [44] le théoréme suivant, qui fait le lien entre l'induction
cohomologique et le complexe de Dolbeault.

Théoréme 4.12. 1. L’image de Oy est fermée.
2. H(G/L;dy:) est une représentation continue admissible de G sur un espace de Fréchet.
Le (g, K)-module sous—jacent est isomorphe a R*(V').

D’autre part, Wong démontre également que H'(G/L; dy+) posséde la propriété universelle
suivante :

Toute représentation continue admissible de G sur un espace de Fréchet dont le (g, K)—
module sous—jacent est R* (V) s’injecte continuement et de maniére G-équivariante dans l’es-
pace de Fréchet H'(G/L; ).

Nous donnons ici les grandes lignes de la démonstration. Celle-ci repose sur ’étude de deux
fibrations, qui apparaissent dans le diagramme suivant.

L/LNK
!
K/LNK — G/LNK — G/K

!
G/L

Tout d’abord Wong montre que le complexe de Dolbeault a méme cohomologie C*° que le
complexe suivant sur G/L N K.

espace des sections :  A*(V) = (COO(G) QA (NpBU)*® Vﬁ)LmK

opérateur : D ou DWore,
p+l ) N
DWongf(Xl /\.../\Xp+1) = Z(—l)l(r(@p)(Xl)f(Xl /\.../\Xi/\.../\Xp+1)
=1

+ DMK XIDA XA AXg A AXA A X i),
k<l

oup: q — INpPu est la projection relative a la décomposition LNK—équivariante [ = [NEBINP.
Le méme résultat est vrai au niveau algébrique pour le complexe qui permet de calculer
RY V).

La démonstration est basée sur la suite spectrale issue de la filtration

i o0 ik " k., * g\ LN
Ar(V):<C’ (G) ® ®psp (NTF (N p) ®/\u)®V)

Tout d’abord on vérifie que le complexe
(E‘qu — {fe A%df € Agi}},p)
a méme cohomologie que le complexe de Dolbeault. En effet, si f € E? “Tet Df =0, alors

S (DX f (XA AXGA A X))+ D (D) (X, XPAXIA L X Xy A X pyr) = 0,
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ce qui montre que f est [p—invariante, donc L—invariante par connexité, et est le pull-back
d’une forme fermeée.
L’étape suivante consiste & montrer que

. P9 _ AP+q / APTq ) o0 f q, * P *\LNK L
¢: Egt = ATT/ALT — (CF(G) @ (CT(L) @ VIR ANMu™ @ AP(INp)T)

définie par ¢(f)(9)(Xi A AXg@YIA LAY, = (0. /)(Xi A AXGAYIALLAY),) est un
isomorphisme de G—modules (topologique) ou l'action de G sur f est a gauche. On s’intéresse
donc au complexe

(C®(L) @ Vi@ A @ AP(LN )" EE = (0°(L) @ AP(IN8)* ) E @ (VF @ Adu¥)

qui n’est autre que le complexe de De Rham. Une application du lemme de Poincaré pour
I'espace contractile L/L N K, permet alors de montrer que E4*? est nul pour p > 0. (Ce point
est classique pour le cas algébrique et demande des arguments dans le cas géométrique.) Il
n’est alors pas difficile de se convaincre que l'inclusion E? % — A9 induit un isomorphisme en
cohomologie. Ceci termine 1’étude de la fibration faisant intervennir G/L.

On utilise ensuite la seconde fibration, et la suite spectrale obtenue en remplacant le role
joué par [Np dans la premiére fibration par uNt. L’argument qui remplace le lemme de Poincaré
est le théoreme de Bott-Borel-Weil généralisé. La condition suivante est alors cruciale. On
supppose que

Vg>0, H(K/LNK, V@ A(p/unp)) =0 sii#s. (4.5)

Sous cette condition, on obtient que H'(A,D) = 0 pour i # s et que H*(A,D) —
Ker(d; : Ef’o — E‘fl) est un isomorphisme. En particulier, ceci démontre la premiére par-
tie du théoréme sous la condition 4.5.

Pour la seconde assertion, considérons ’application

. LNK .
Ag: (COO(G) @VioA(Nnp® u)*) o Homy (g (U(9); Vi@ AN p & u)*)

définie pour f =Y fr@uwy tel que Y X. fr@wi+ fr@X.wy, = 0 pour tout X € upar A(f)(u) =
> u.fr(e) ® wg. Alors Wong démontre que Ag induit un isomorphisme en cohomologie. La
principale difficulté est de montrer que H*(A; D) est admissible. Finalement la condition (4.5)
est supprimée par un argument de produit tensoriel par une représentation de dimension finie.

En interprétant ce résultat de H-W. Wong et celui de M.W. Baldoni et D. Barbasch que
nous avons rappelé dans le paragraphe précédent pour les groupes Sp(n,1), nous obtenons
donc le corollaire suivant.

Corollaire 4.13. Soit p € K vérifiant 4.4. 1l existe une unique série isolée I" de Sp(n,1)
telle que l'on ait un isomorphisme de (g, K')-modules

I(“K) ~ H*(G/L; Ly)(Kk) 5
ot L =TKxSp(n—k,1), x = pr+2p(u) = p+2p(uNk) et L, est le fibré en doites holomorphe
associé o x. De plus p est l'unique K—type minimal de I*.
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Unitarité

Nous avons vu que toute représentation infinitésimalement équivalente a H'(G/L, L)
s’y injecte continuement. D’autre part, on sait que 'induction cohomologique se comporte
assez bien avec l'unitarité, et produit souvent & partir de représentations unitaires de L des
représentations unitaires de G. Nous avons rappelé que ¢’était le cas pour les groupes Sp(n, 1).
Notons que dans ce cas, 'unitarisabilité est obtenue grace a I'inégalité de Dirac, mais que cette
méthode ne s’applique pas lorsque le rang réel de G est supérieur a 1. En général un résultat
assez fort est le suivant. Soit A le caractére infinitésimal de V. Si

(A+p(u),a) >0, Va € A(u),

alors R*(V) est infinitésimalement unitaire. Cependant les espaces H'(G/L, L, ) sont souvent
trop grands pour posséder eux—mémes une structure unitaire. Il est donc important de com-
prendre lorsque I’on sait que H*(G/L, L, ) est unitarisable, comment construire un sous-espace
contenant tous les vecteurs K—finis et possédant une structure d’espace de Hilbert sur laquelle
G agit continuement par des opérateurs unitaires.

Lorsque L est compact, et en particulier si G l'est, la variété G/L posséde une forme
hermitienne invariante définie positive, et H'(G/L, L,) porte une structure unitaire naturelle
lorsqu’il est unitarisable. Or les représentations obtenues dans ce cas particulier sont des séries
discretes. Celles—ci sont étudiées par W. Schmid [36]. Dans le cas général on dispose cependant
d’une forme invariante non—positive et d’une forme positive non—invariante.

Lemme 4.14. 1. Soit D = G/L une variété de drapeauz. Alors D posséde une forme
hermitienne G-invariante non-dégénérée, de signature (r,s), avec r + s = dimc G/L (et
s = dimc(K/LNK)). En particulier, cette forme est positive si et seulement si L est compact.
2. Soit H un sous—groupe compact de G. Alors G/H posséde une forme hermitienne G-
mvariante non—dégénérée positive.

Démonstration. Soit B la forme de Killing sur g.

1. Pour X,Y € u, posons (X,Y ), = B(X,Y). Comme B est non-dégénérée sur g et [, elle
est également non-dégénérée sur [+ = u@ . Donc (, )iny est non-dégénérée sur u. Ceci définit
une forme [-invariante sur TEOLIG /L. On définit donc bien une forme G-invariante sur G/L en
posant, pour X, Yinu, ({;X, [;Y )iny = (X, Y)iny.

2. Rappelons que 6 est I'involution de Cartan. Posons ( X, Y)p0s = —B(X, 0(Y)). Cette forme
est définie positive et H-invariante car H est compact. Nous obtenons donc une forme G-
invariante définie positive sur G/H. O

Si (X;) est une base orthonormale de u pour (, )iny, on obtient une forme L-invariante
non—dégénérée sur AFu en imposant aux vecteurs X;; A ... A X;, (i1 < --- < i) de former
une base orthonormale de A*u. Cette forme ne dépend pas de la base orthonormale choisie. Si
V' est une représentation unitaire de L de dimension finie on obtient une forme hermitienne
G—invariante sur le fibré G x;, V ® A*u encore noté (, )iny-

Définition 4.15. Soit Oy lopérateur de Dolbeault des formes holomorphes & valeurs dans V.

Son adjoint 5{;,111\/ est l'unique opérateur G—invariant défini sur les formes a support compact
par

/ <5;»ian17 w2>inv dr = / <w17 ng2>inv dx .
G/L G/L
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Il faut noter que le « laplacien » gvgé’mv + gé’mvgv n’est pas en général un opérateur
elliptique. La notion de forme harmonique qui convient doit donc étre modifiée.
Définition 4.16. Une forme w a support compact est dite fortement harmonique si
Oyw = gé’mvw =0.
L’espace des formes fortement harmoniques a support compact est noté H.(G/L,V).
L’avantage des formes fortement harmoniques est qu’il existe une application bien définie
H(G/L,V) — H(G/L,V).

Pour construire un espace de Hilbert, il faut une forme positive sur G/L. La donnée d’une
section C*° de G/L N K — G/L définie une telle forme sur G/L d’apreés le lemme 4.14,2.
Notons qu'il n’existe pas de section G—invariante. La construction repose sur la proposition
suivante.

Proposition 4.17. Soit [ 'orthogonale de | pour la forme de Killing. Alors lapplication

KX[J‘ﬁp()X[ﬂpo — G
(k, X,Y) — kexpXexpY ’

est un difféomorphisme.
Cette proposition détermine une section ¢: G/L — G/L N K de la fagon suivante.

¢:G/L — GJ/LNK
gL +— k(g)expX(g9)LNK.

De plus la forme positive ainsi obtenue est K—invariante, car la forme de Killing I’est. Un
vecteur tangent en gL s’écrit de fagon général Iy (g) cap(x(g)§ POUT § € [+, La forme positive
est alors donnée par

<lk(g) ea:p(X(g))€7 lk(g) erp(X(g))n>pOS = <§7 7]>pOS = 7B(§7 e(ﬁ)) .
Définition 4.18.

(w1, wa)pos = /G/L<w1(k(g) exp(X(g))),w2(k(g) exp(X(g))))pos d gL,

ol w1, ws sont a support compact.
Nous pouvons maintenant définir un espace de Hilbert.

Lg’p(G/L, Ly) = complété de I'espace des (0, p)-formes
a support compact relativement & (, )pos

Lemme 4.19. Siw € Lg’p(G/L,ﬁx), alors (W, w)iny < 00.
Démonstration. En effet, si X,Y € u, on a

(X, Y )ine| = [BX,Y)| = (X, 0(Y))pos| < 1 X [posl|0(Y)lIpos = I X [[pos 1Y [lpos
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Proposition 4.20. [35] L’action a gauche de G sur l’espace de Hilbert Lg’p(G/L, L) définit
une représentation continue de G.

Soit ‘H4(G/L; L) Uespace des formes L? qui sont fortement harmoniques au sens des
distributions. Comme les espaces de cohomologies H'(G/L, L,) peuvent étre calculés a partir
de formes distributions & la place de formes C°, il existe une application naturelle

q: Hy(G/Li £y) — H'(G/L,Ly).

Rappelons que le degré intéressant est s. Supposons que
1. H3(G/L; Ly) # 0 et g # 0,
. la forme invariante a pour radical I'image de 0 sur H5(G/L; L, ),

2
3. la forme invariante est positive sur H5(G/L; Ly).
4. Posons ﬂ;(G/L;L’X) = H3(G/L; Ly)/Rad((; )inv). Lorsque les conditions précédentes

sont réalisées Ho(G/L; Ly) est un espace préhilbertien pour (; )iny. On supppose en
outre que c’est un espace de Hilbert.

Sous ces conditions, Hy(G/L; L) est un espace de Hilbert qui fournit la représentation unitaire
de G cherchée.

L’étude de ces hypotheéses est abordée de la fagon suivante. Tout d’abord, il faut retrouver
le paramétre de Langlands de H5(G/L; £,) (en supposant que les conditions soient vérifiées).
Cela est possible par exemple lorsque

(x +2p(u),a) >0, Va € A(g, t), (4.6)

car le résultat analogue pour 'induction cohomologique est connue. Notons (P, §,v) ces para-
meétres.

Théoréme 4.21. [6] Il existe une application
S: C*(G/P,¢@v) — T*(G/L,Ly),

construite explicitement et vérifiant :
1. S est un opérateur d’entrelacement continu.
2. L’image est S est contenue dans H5(G/L; Ly).
3. qoS #0.

Supposons que (4.6) est vérifiée. Le résultat le plus général a ma connaissance concernant
la forme invariante est le suivant.

Théoréme 4.22. [9] L’image de S en cohomologie contient l’espace des vecteurs K—finis de
H*(G/L,L,).

Si p(l) est non-singulier, si L est l’ensemble des points fizes d’une involution et si G et L
ont méme rang réel, les conditions (1)—(4) sont vérifiées.
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4.3 Lien avec la K-théorie

Fibrations et opérateurs différentiels

Nous avons vu que diverses fibrations intervenaient dans la compréhension de la cohomo-
logie des variétés de drapeaux. En vue de réinterpréter en termes K—théoriques les complexes
intervenant dans ces fibrations, et en particulier les produits de Kasparov en K—théorie, nous
aurons besoin du lemme général suivant.

Lemme 4.23. Soit Hy un groupe de Lie connexe linéaire, et Hy C Hy des sous—groupes de
Lie connexes. Nous avons ainsi une fibration

H/Hy - Hy/H>
Ip
Hy/H,

1. Soit V une représentation unitaire de dimension finie de Ho et Vi, Vy les fibrés hermitiens
associés respectivement sur Hy/Hy et !’I()/Hg. Soit d un opérateur différentiel Hy—équivariant
sur V1. Il existe un unique opérateur d Ho—équivariant sur Vg tel que

Vo e V), i*do =di*o.

De plus pour tout x € Hy/Ha, & € Ty Hy/Ha non—nul et v € (Vp),

i*oe(d)v = o4x¢(d)i™v .
2. Supposons de plus que l’on ait une section équivariante de la suite exacte
0 — THy/Hy — THy/Hy — p*THy/H, — 0.
Ceci détermine une projection
ps«: T*Hy/Hy — p*THy/H; .

1. Supposons que & est un fibré équivariant sur Ho/H, muni d’une connezion équivariante
V¢ et mg: T°(T*Hy/H, ® £) — T() est un morphisme équivariant. Alors D =
me o V& est un opérateur différentiel Hy—équivariant sur €. Soit VP ¢ le pull-back de
VE¢. Alors

D=mgo(p.®1)oVF¢

est l'unique opérateur différentiel Hyo—équivariant vérifiant
- Vo eT'™(€), )
p*Do = Dp*o, (4.7)

- Vf c COO(H()/HQ), o e Foo(p*g) ,

D(fo) = me(psdf @ o) + fDo . (4.8)

2. Supposons que Ho/H; est muni d’une structure de variété compleze Ho—invariante. Soit
D lopérateur de Dolbeault des formes a valeurs dans un fibré holomorphe £ sur Hy/H.
Notons p*! la projection canonique T*Hy/H, — T Hy/H;.

Alors il existe un unique opérateur différentiel D sur p*(NTO'Hy/H, @ &) tel que
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- Vo eI'™(€), )
p*Do = Dp*o,
- VfeC>®(Hy/Hs), o€ Foo(p*(/\To’lHo/Hl ®E)),
D(fo) = p"p.df Ao+ fDo. (4.9)

Dans les deuz cas les symboles vérifient

piog(D)v = opee(D)piv,

ot

pi: myp*E = pini€ — wi€

WZT*H()/HZ—>H0/HZ (Z:1,2)
Démonstration. 1. est évident. Pour 2. les assertions 1. et 2. se démontrent de la méme fagon.
Montrons 1. Tout d’abord il est clair que D vérifie les équations (4.7,4.8). Il faut montrer que
celles—ci définissent bien un opérateur différentiel. Soit f € C°°(Ho/H2), g € C*(Ho/H1)
partout non-nulle et o € I'*°(&). 11 faut montrer que D(fp*gp*(g~'o)) = D(fp*o). Or,

D(fp*gp*(97'0)) = me(p.d(fp*g) @ p* (97 0)) + fp*gp*D(g '0)
= me(p«(df)p*g @ p*g~'p*o) + me(fp.dp*g @ p*g~'p*o)
+fp*gme(pudp*g~" @ p*o) + fp*gp*g~' Dp'o
me (podf @ p*o) + fDp o + f me(pd(p*gg™") @ p*o)
D(fp*o).

Par conséquent, D est bien défini.

Pour 'unicité, il suffit de remarquer que si o est une section de p*E, et o; une base (locale)
de &, il existe des fonctions f; telles que o = ) fip*oy, et donc D est défini par les formules
(4.7,4.8). On vérifie facilement que les formules (4.7,4.8) sont Hp—équivariantes.

Remarquons enfin que le symbole de D en & € TXHy/Hs est donné par img(€) € End(&;)
ot mg(€)v = me(€ @ v) pour v € &, et le symbole de D par une formule analogue. O

Proposition 4.24. Supposons que Hy est compact. Alors les hypothéses du lemme précédent
sont vérifiées. Soit d (resp. D) un opérateur différentiel d’ordre 1 elliptique Hi—équivariant
(resp. Ho—équivariant vérifiant les hypothéses du lemme) sur Hy/Hs (resp. Ho/Hy). Alors,

DM/t = @1+ 1®D

est un opérateur différentiel elliptique Hy—équivariant sur Hy/Hs.
De plus, dans KK (Cy(Hy/H>),C),

[DHO/HQ] = indﬁf [d] XCo(Ho/Hy) [D].

Induction de Bott

Soient G est un groupe de Lie compact connexe, T' un sous—groupe de Cartan et G/L une
variété de drapeaux telles que T' C L. Alors T est un sous—groupe de Cartan de L. Considérons
la fibration

LT — G/T
Ip
G/L.
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Les trois variétés sont complexes. Il convient de choisir soigneusement ces structures. Com-
mencons par G/L. Nous prenons la structure complexe déterminée par le choix de g = [ @ u.
Ce choix est différent de celui effectué jusqu’a présent, et la raison de ce changement est néces-
saire pour des raisons de compatibilité avec la formule de Weil, comme il apparait ci-dessous.
Choisissons ensuite un systéme de racines A™ positif pour le systéme A(t, g) contenant A(u) et
tel que A(I) soit engendré par des racines simples. Ce choix détermine une structure complexe
sur G/T et l'espace tangent antiholomorphe en l'origine est t-isomorphe a

ng= Y. fa

—a€At

les go étant les espaces radiciels. Munissons L/T de la structure complexe induite. Cette
structure complexe est aussi déterminée par le systéme de racines positives AT (I) = ATNA(I).
En particulier 'espace tangent antiholomorphe & l'origine est

ny = Z O—a-
)

acAT(l

Soit EG/ L lopérateur de Dolbeault sur G/L. Notons EG/ B* son adjoint relativement a

la forme positive (invariante). Posons D%/L = %" 1 9" Définissons de la méme facon

les opérateurs DE/T et DE/T respectivement sur les espaces G/T et L/T. Soit O/ (resp.
O¢/1, 0r/7) I'application qui a z € C associe la fonction constante égale a z sur G//T' (resp.
G/L, L/T). Soit [0g/r] € KK%(C,C(G/T)) (resp. [0c /L], [01/7]) I'élément correspondant.
Définissons l'induction de Bott de T' & G par
- { R(T) — R(G)=KK“(C,C)
g z — [0g/r) ®ce/r) indf = ®c () (D7)

On définit de méme les applications “IBY et “IB%

Théoréme 4.25. [15, corollary 6.1][14, proposition 6.1]. Soit X € t* intégral, et notons [C,]
I’élément de R(T) correspondant. Soit p la demi-somme des racines de AT. Si X\ + p est
singulier, alors ”IB% A= 0. Si A+ p est régulier, alors il existe un unique élément w € W(G)
tel que w(A+ p) — p soit dominant, et

nIBg [C)] = (det w)[Fw()\—l-p)—p] € R(G).

On déduit de ce théoréme que si [pg,] désigne le projecteur de Ko(C*(G)) associé a la
représentation irréductible de plus haut poids A,

nd, D" = [pr,].

Démonstration. Rappelons que le dénominateur de Weyl est 1’élément de R(T)

A = H (I1—e9).

acAt

Commencgons avec A dominant. Nous avons

rest’ o "IBG[e}] = (Z(—np[Apng*]) Y
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D’autre part, [[(1 — e*) = det(1 — Ang") = >_(—1)? Trace(APn;™). On peut donc écrire
rests o MIBG et = (AG)* - M.

Soit = € G quelconque. Notons (, )g (resp. (, )7) la forme biadditive sur R(G) (resp. R(T))
définie pour y, z € G (resp. R(T)) par (y, z)g = dy. (vesp. (y, 2)7 = d,.). Alors par réciprocité
de Frobenius

(MBS e x)g = ((AF)* - M7, restlhx)

En outre pour tout w € W(G), on a wAS = (det w)A$. Comme les autres éléments de R(T')
intervenant dans le formule précédente sont invariants par ’action du groupe de Weyl, il vient

(MBS €M x)g = [W|TH{(AF)* Z(det w)e AP restLr)p

w

En appliquant la formule de Weyl, nous obtenons donc
(MIBE e x)g = W[ H(AS)* AbrestL[V)], restLa)
En appliquant alors la formule d’intégration de Weyl [29, théoréme 4.45], il vient

(MBS e, z)q = ((Va], 2)a

Ceci termine la démonstration lorsque A est dominant.

Soit A quelconque. Le début de la démontration montre qu’il existe une représentation
irréductible V de G telle que "IB%e* = +[V]. Il faut trouver le plus haut poids de V,
relativement & A*. En développant (1 — e®)~! en série entiére dans R[[T]] a l'intérieur de la
formule de Weyl, il est classique d’obtenir :

restL[Vyv] = Z (Z(det w)P (XN +p —w(p+ p))) et
I w

ot P(n) est le nombre de fagon d’écrire n = ) nac, avec ny > 0. Il est alors facile de voir
que w(A + p) — p est un poids de V, et que ce poids est maximal, car A est le plus haut poids
de V relativement & w—'AT. O

Proposition 4.26. [D%/T] =nd{ [DY/!] ® [DE/L] dans KK (C(G/T),C

Démonstration. D’apreés la prop 4.24, il faut montrer que [DG/T} = [DL/T ®1+1® DE/E|.
Montrons que les espaces hilbertiens sur lesquels agissent ces opérateurs sont isomorphes.
L'opérateur DE/T agit sur les sections du fibré

G X /\*H&’*
D’autre part, 'opérateur D L/T R1+1R® D G/L agit sur les sections du fibré
G xp N'n" @ Nu.
Or, d’apreés le choix des structures complexes, nous avons un isomorphisme de T-modules

ng=n; GU.



48 Chapitre 4. Induction cohomologique et variétés de drapeaux

Nous en déduisons que les opérateurs agissent sur des fibrés T—isomorphes. 11 suffit donc de
montrer que ces opérateurs ont mémes symboles a lorigine. Or, ceci est une conséquence du
lemme 4.23. En effet, le symbole de D) G/T

e (D7) = ext(¢7) — int(¢T),

ou§ € TG /T C (T)7G/T)c =ng & ng" s’écrit de maniére unique & = £~ + ¢ Le symbole
de DE/T 1+ 1 ® DE/L est obtenu de la maniére suivante. Nous avons

T7G/T C (T;7G/T)c = (v ®n,.") @ (U u).

Donc, avec les notations évidentes, tout & € T7,G/T s’écrit de maniére unique sous la forme
§=& + fzf + & + &y Le symbole de DLYT @14+ 1@ DE/E est alors donné par

oe(DYT @1+ 1@ DO/E) = (ext(&) —int(&])) ® 1+ 1 ® (ext(&g) — int(&y))
= ext(§g + &) — int(§7 + &)
= ext(¢7) —int(¢H) = o (DE/T).

O
Proposition 4.27. Soit \ le plus haut poids d’une représentation irréductible de L. Alors
Ind, DG/L € Ko(C*(G)) est nul si et seulement si il existe « € A(u) tel que (A + p;a) = 0.

Si cet mdice est non nul, il existe un unique w € W(G)/W (L) tel que X = w(\ + p) — p soit
dominant par rapport a A, et dans Ko(C*(G)),

Ind, DY/* = (detw)[pr,] .

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, on a un diagramme commutatif *

La proposition résulte alors du théoréme de Bott. O

Remarque 4.28. Ce résultat est aussi une conséquence du théoréme de Bott—Borel-Weil gé-
néralisé. Celui—ci s’obtient habituellement & partir du théoréme 4.25 (version cohomologique),
en considérant la suite spectrale issue de la fibration L/T — G/T — G/L, de fagon analogue
a celle utilisée par Wong. La méthode utilisée ici indique la marche a suivre dans le cas ou G
n’est pas compact.

Indice de opérateur de Wong

Nous avons vu que la série isolée I, de K—type minimal p = Zle UkEk, k€ {2,...,n—1}
était infinitésimalement équivalente a

I, ~ H(G/L,Ly),

!Voir par exemple ’argument donné pour le diagramme 4.11
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avec L =T" x Sp(n — k,1) , x = pur, + 2p(u) = pu+ 2p(u N k).

Comme L n’est pas compact, I’action de G sur G/L n’est pas propre et il n’est donc pas
possible de définir I'indice analytique du complexe de Dolbeault. D’autre part on sait que
les indices d’opérateurs différientiels sur des variétés propres sont dans l'image de l'induction
de Dirac, ce qui indique que les variétés de drapeaux peuvent étre intéressantes pour définir
géométriquement des éléments de la K—théorie de la C*—algébre maximale de G qui ne soient
pas dans 'image de I'induction de Dirac. Nous ne sommes pas parvenus & mener & bien ce
programme. Cependant il apparait naturel de calculer I'indice du complexe défini par Wong
qui agit sur une variété propre et qui a méme cohomologie C'*° que le complexe de Dolbeault
sur G/L, pour savoir pour quelle(s) série(s) isloée(s) intervien(nen)t.

Nous calculons dans cette partie I'indice en K—théorie du complexe de Wong (défini page
39) obtenu & partir du complexe de Dolbeault & valeurs dans un fibré holomorphe en droites
L, sur une variété de drapeaux G/L, en supposant que G et K ont méme rang; puis nous
appliquons la formule obtenue aux représentations unitaires y de L correspondants aux séries
isolées de Sp(n,1).

Considérons tout d’abord la fibration L/LN K — G/L N K — G/L. Notons e lopé-
rateur de Dolbeault.

Lemme 4.29. Soit déﬁLQK Uopérateur de De Rham sur L)L N K. L’opérateur DWVo"8 est

donné par la formule

pWong _ g /LNK

L 914109

Démonstration. 11 faut vérifier que si « € C*°(G/L N K) et f € Homznkx (A*u; C*(Q)),
DVers f — (dpp@1+1®d)aA f+aDWVrsf,
Or,

DY f(Xi A AXpr1) = S(=DFXp(af)(Xi A Xp AXpr1)
+Z(fl)k+l(af)(p([Xk,)gl]) AXy A Xpeo Xp A Xpi1)
= Y (-DFXp.a) f(X1 A Xpoo A Xpi1)
ta (Z(—l)kf(Xl A X A Xpi1)
S DR F (X X)) A X1 A v X X A X,,H))

- ((JDR ©1+1®d)ah f) (X1 Ao A Xpi1)
+aDWore £ (X1 Ao A Xpi1)

Pour calculer I'indice de cet opérateur, nous utilisons la fibration ci—dessous.

K/LNK — G/LNK

lp
G/K

La variété G/ L posséde la structure complexe de variété de drapeaux et K/LN K la structure
induite, qui est aussi celle définie par A(uN£). Choisissons maintenant un systéme de racines
positives AT tel que AT > A(u) et tel que A(I) soit engendré par des racines simples. Ceci



50 Chapitre 4. Induction cohomologique et variétés de drapeaux

détermine une structure spin G-invariante sur G/K, et de méme A*(I) = AT N A(l) une
structure spin L-invariante sur L/L N K. Soit

pi: Z 9Fa -

aeAt

Les espaces p™ et p~ sont conjugués. Tout X € pg s’écrit de maniére unique sous de la forme
X=XT+X".

Proposition 4.30. L’espace Ap™, muni de 'action de po définie par
Y(X)w = V2(ext(XT) —int(X 7)) w.

définit un Cliff¢(po)—module, isomorphe a SG/K  La décomposition SC/5 = ST @ S~ donnée
par le choiz de AT s’écrit alors

S+ — /\paierr S = /\impaierr )
Démonstration. Il faut montrer que pour tout X,Y € pg, on

VX (Y) +7(Y)y(X) = =2(X,Y).

HXN) 41V A(K) = 2((ext(X+) — imt(X))(ext(V) — int(¥ )
+2 ([ext(YT) —int (Y )] [ext(XT) — int(XT)])
= —2([ext(XT)int(Y ™) + int(Y " )ext(X )
+ext(YT)int (X ) + int (X~ )ext(Y1)])
(XY 1 (X, )
(X, V).

La conclusion résulte alors de P'unicité de S&/% et de la comparaison des dimensions. La
derniére assertion est claire. O

Sur G/K, considérons l'opérateur de Dirac D,?/K a valeurs dans V;, € K. Sur K/LNK,

définissons opérateur DX/LNK — 05/LQK + 9,7, ou Padjoint 9" de lopérateur de Dol-
beault 85/ K s K /L N K a coefficients dans W), est pris par rapport a la forme positive

(invariante) sur K /L N K. Nous supprimerons l'indice dans les notations lorsque les représen-
tations associées sont triviales. Considérons sur G/L N K, 'opérateur

DE/LNE _ HE/LOK o1 4 | g DO/K

Alors la proposition 4.24 s’écrit

Proposition 4.31. Dans KK%(Cy(G/LNK),C),

{ DG/LHK} _ ind% { DK/LOK} Sco(c/K) [DG/K] .
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Théoréme 4.32. Soit A € t* le plus haut poids d’une représentation de L N K. Alors

Ind, DS/LQK = 0 si et seulement si il existe « € A(uN¥), tel que (A\—2p(uNt)+pc; ) = 0. Si

cet indice est non nul, il existe un unique w € W(K)/W(LNK), tel que w(A—2p(unt)+p.)—pe
soit AT —dominant et dans Ko(C*(Q)),

Ind, (Df/ LQK) = (—1)’Ind, (DS(/AK—%(uﬂEHpc)—pc) :

Démonstration. 11 suffit de montrer que

D {DS/LOK} =(-1)° [DS(/){(—Qp(uﬂE)-FPc)_Pc} ’

Soit O /rnk : C — C(K/LNK) le morphisme qui a z € C, associe la fonction constante égale
a z sur K/L N K. Définissons I'induction de Bott IBE ;- par

IBng{ R(LNK) — R(K)=KKX(C,C)

i 4.10
v — [0k pnK) ® indfng o ® [DE/E0K] (4.10)

On a alors un diagramme commutatif

indf (- )@DC/LNK

R(LNK)
IBmel lp* (4.11)

R(K -~ KKS(Cy(G/K),C
(K) S (@D (Co(G/K),C)

KK%(Cy(G/LNK),C)

En effet, pour tout z € R(L N K) nous avons,

ps (ind§ g o ® DE/LNK)
= [pI® ind% (indme T® DK/LOK) ® DC/K d’apreés la proposition 4.31,
= 1nd?{ ([HK/LOK] (%) il’ldi{ﬂKl' X DK/LHK) (9 DG/K car [p] = 1nd% [GK/LQK] s
= ind§ (IBf g z) ® DY/K .

Il reste donc, d’aprés la commutativité du diagramme 1.1, & identifier 'induction de Bott.
Cela est fait dans le paragraphe précédent, avec une autre normalisation. Notons K/T°P la
variété K /T munie de la structure complexe obtenue a partir de —A[, comme au paragraphe
précédent. Alors pour tout ¢ > 0, la dualité de Serre s’écrit

H'(K/T;Cy)* ~ H™ "(K/T°;C_\ @ A™™n}).
D’autre part,
H™ (K/T;C_y @ A"™ny) = H" Y(K/T;C) @ A™n})*,

car K/T est compact. D’autre part, nous avons par exemple “IBE[Cy] = S2(=1)'H*(Cy). Il
vient alors,
IB [Cy ® A™n}] ~ "IBX [C,].

Ceci fait le lien avec les notations du paragraphe précédent, et permet de se référer au théoréme
4.25. La fin de la démonstration est alors une simple application de ce théoréme, compte-tenu
du fait que /\maxn}g = Cap.. O
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Soit w € W(K). Définissons une action S de W (K) sur T, en posant
Suw(A) = wA+ pe) — pe.

Prolongeons par additivité cette action a R(7"). Soit I(K) 'idéal de R(T") engendré par les
éléments de la forme A — Sy, (A). Avec ces conventions, lorsque L = T, le théoréme précédent
et le fait que p, soit un isomorphisme permettent d’obtenir le résultat suivant.

Corollaire 4.33. L’application p, o IB¥ se factorise a travers I1(K) en un isomorphisme de
groupes abéliens
R(T)/1(K) — Ko(C(G)).-

Proposition 4.34. Supposons que L =T x L% est le porduit d’un tore et d’un groupe semi-
simple. Soit x une représentation unitaire de L de dimension 1. Dans Ko(C*(G)),

Wong __ s e’ G/K
Ind, Dy ¢=(=1) <Z(_1)l Ind, Dx+a—2p(uﬂp)> ’

«

ol « vérifie
W, c SL/LNK
X +a—2p(unp) + pe est Af-régulier

Démonstration. 11 suffit d’évaluer 'indice sur les représentations irréductibles unitaires de G.
Soit 7 une telle représentation. Comme l'opérateur de Wong agit sur les sections du fibré
G xpag N (INp @ u)* @ Cy, il vient
Wongy\ _  : + .y (K)
T (Indq(Dy ~°) ) = dim Hompag (AT(INp @ u); Hy ' ® C,
—dim Homjng </\7([ NpDd u) ; H7(rK) & (CX) .

En écrivant, p = p™ @ p~, nous obtenons
AN p = SE/LNK g GL/LNKx

Donc, en remarquant que les modules SJLr/ LOK ot Sf/ Lok

est un multiple de 4,

sont autoadjoints car dimL/L N K

T <Inda(D§V°“g)> = (dim Homy g ((CX ® SHEK @ APair (1 pt @) ; H,T>

— dim Homznx (CX ® SE/ENK @ Ampair ([ pt @ 1) ; HW))
- (dim Homjx (CX @ SE/ENK o apair (A pt @ 1) Hﬂ>

— dim Hom g (CX © SH/ENK ) Ampair (1 pt g ) ; HW))
D’autre part, nous avons un isomorphisme de L N K—modules

A une)* @ A*pt Aune* @ A*([NpT) @ A*(unp)*

ANu* @ A*(INpT) (4.12)

1R

Soit W, € LNK est une représentation irréductible telle que W, |p soit triviale. Alors
W, peut étre vue comme une représentation irréductible de la partie semi-simple L% N K.
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Comme C, est une représentation de dimension 1 de L N K triviale sur la partie semi-simple,
la représentation W, ® C, est irréductible car elle 'est sur la partie semi-simple. Son plus
haut poids est a + x, autrement dit,

Wagry = Wa ®@C,y, .
Nous pouvons donc écrire

W*Indanwong = ZW CSL/LmK (dlm HOHleK (Wx+a X /\pair(p+ oun E) : Hﬂ-)
— dim Hompaxc (Wyta & AP (p* $T08) 5 Hr))
ZW CSL/Ler (dlm HOHILQK (WXJra X /\Pair(p+ oun E) : Hﬂ')

— dim Homzng (Wyta ® A™PH(pT @ UNE); Hy))

= Swcspenx (-1l mInd, DA

La conclusion résulte alors du théoréme précédent. O

Appliquons la formule précédente & G = Sp(n, 1), L = T* x Sp(n — k, 1), p = Z?Zl i€j,
et A=pp+2p(u) —plunp) =p+2p(unt) — p(unp). Nous avons donc :

Wong s o G/K
Ind, DY = (=1)* ) "(-1) Inde D10 (4.13)

oil v parcourt ensemble des représentations irréductibles de SL/ENK telles que w4 a—pun
p) + pe soit Al -régulier.

Le lemme suivant est une reformulation du lemme 3.13 pour le groupe L.
Lemme 4.35. Soient

n+1
Ci([):{U:ZUﬁj;??kﬂ > 202 Nyl 2 i1 = )
j=1

et C;i(l) le systéme de racines positives pour A(l) associé a cette chambre de Weyl fermée, et
o (1) la demi-somme des racines non—compactes positives pour [. Alors,

L/LNK _ L/LOK . ] L/LmK
S S Wy S S Wy S S W,
i pair i impair
Lemme 4.36. Soit I" l'unique série isolée de K-type minimal . Posons I* = J¢, . Alors,
1. XAg,w = Xptpk (1) —p(unp)+pe- Soit x ce caractére infinitésimal. Alors x est AT —régulier.
2. (a) x est régulier (par rapport a A) si et seulement si g > 1. Si x est régulier, alors
pour tout i =1,...,1, Xuipi (0—p(unp)tpe = Xo
(b) Supposons que i, = 1 (x est singulier). Alors, pour touti > k, u+pt (1)—p(unp)+pe
est singulier par rapport a AT .

Démonstration. On vérifie facilement que

pe = Y ia(n—j+1)g+ent
p(u n p) = Xi-1E (4.14)
pp() = i giigi+ (n—deny.
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D’ou,

k i n
Pl (D —p(unp)+pe = > (nj+n—iej+ Y (n—j+2)e;+ Y (n—j+1)gj+(n—i+1)eni1.

j=1 j=k+1 j=it+1
Calculons maintenant A(u). On a
k n
pA20e=> (tj+2n—2j+2)g;+ Y (2n—2j +2)e; + 26041
j=1 j=k+1

Nous voyons que j+2p. est dominant par rapport & AT et pour 8 = ¢, —ep11, W =

—1. Il vient alors

k n—1
i)=Yt n— e+ Y (1= )e +1/2(en +ens1).
j=1 j=k+1

Le sous-groupe parabolique P’ = M’'A’N’ déterminé par A(u) l'est par le choix de 3. Nous

0 00
trouvons aj = 0 0 ¢ ;t € R 3, le bloc supérieur gauche étant carré de taille n —
0t O

1. Alors M’ est le centralisateur de aj, dans K. Avec les notations similaires a celles de la
premiére partie, nous voyons que A(u) correspond & la représentation de plus haut poids
§u= SOkt2 p1j—2¢€. Le parametre de Langlands est (avec v = (n —k +1/2)(e] + €5) )

j=3
k+2 ntl

Aey=(n—k+1)ei +(n—k)eh+ Y (2 +n—j+2)ej+ > (n=j+2)ely,
j=3 Jj=k+3

et cette forme linéaire est dans la chambre P/é,k 41- Soit 7 'automorphisme de g qui envoie
b’ @ sur tet Py, sur Cy. 1l vient

T(Ag,w) = o+ pE (1) — p(unp) + pe.

Ceci démontre la premiére assertion et le début de la deuxiéme est alors claire. En outre, si
X est singulier, on voit que p + pk(I) — p(uNp) + pe est orthogonale & la racine compacte
€k — Ek11, pour tout ¢ > k. Ceci achéve la démonstration du lemme. O

Théoréme 4.37. Si pug, > 1, alors

n k n—2

Ind, DY = S w01+ 3 (0~ k= DA+ 3 (n—i - 2)[T(0)].

i=k i=p(x) i=k+1
St u =1, alors
Ind, Dy " = [x(x)] + [/ (x)] -
Démonstration. Tout d’abord, montrons que (—1)® = 1. En effet,
s = 1/2(dimSp(n) x Sp(1) — dimT* x Sp(n — k) x Sp(1))
= 12202 —n—-k-2n—k)?4+n—k=k2n—k+1)=0(mod?2).

En se reportant au théoréme 3.8, ainsi qu’au lemme 4.36, la conclusion résulte de I’équation
(4.13). O



Annexe A

Structure de la C*—algébre maximale

de Sp(n, 1)

A.1 Extensions des C*—algébres

Dans cette partie, nous rappelons certains résultats de C. Delaroche sur les extensions des
C*-algeébres. L’application en vue est la détermination explicite de la structure de certains
idéaux fermés de C*(G). Le théoréme de structure obtenu pour ces idéaux fait 'objet du
dernier paragraphe. Cette méthode a déja été utiliste par C. Delaroche [18, VIIL.6] pour
déterminer, apres JM. Fell, la structure de C*(SL2(C)) puis par R. Boyer et R. Martin [16]
pour déterminer la structure de la C*-algébre maximale du groupe de De Sitter, SO.(4,1) ~

Sp(1,1).
La connaissance de I’ensemble {o;} dans la formule

lim Tracem,(x) = Z Trace o; ()
n—oo
nous a permis de déterminer complétement la topologie de Fell sur G. Bien-str, cela est
insuffisant pour déterminer la structure de C*(G); il faut un invariant plus fin. Cependant
réécrivons la formule précédente sous la forme
lim Tracem,(z) = Z Tracen;o;(x),

n—oo

ou les représentations o; sont maintenant supposées non-équivalentes. Nous allons voir que
la connaissance de ’ensemble {(o;,n;)} est un invariant satisfaisant et permet de déterminer
explicitement C*(G).

Le cadre naturel pour énoncer précisément un tel résultat est celui de la théorie des ex-
tensions.

Soient A et C' des C*-algebres. Une extension de A par C est la donnée d’une suite exacte

courte
0—A—B—C—0.

Soit X un espace localement compact et H un espace de Hilbert de dimension dénombrable.
Soit
A =Co(X,K(H))

la C*-algebre des fonctions sur X a valeurs dans /C(H) qui tendent vers 0 a U'infini.

29
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Proposition A.1. Si h est un homéomorphisme de X sur lui-méme, et v € C(X, PU(H)) ou
PU(H) est le quotient du groupe unitaire par son centre, muni de la topologie forte, alors pour
tout a € A, la fonction

z — v(z)a(h(z))

définit un élément oy, ,(a) € A. De plus, Uapplication qui a tout (h,v) fait correspondre l’au-
tomorphisme oy, de A définit une bijection de Aut(X) x C(X,PU(H)) sur Aut(A).

Deux extensions B et B’ de A par C' sont dites semi-équivalentes s'il existe v € C(X, PU(H))
et 3 un isomorphisme de B sur B’ rendant le diagramme suivant commutatif :

0 — A — B
Jav lﬁ C—>O.

0 — A — B

Définition A.2. Soit X,Y deuz espaces topologiques. Une extension (Z,1x,vy) de X par
Y est la donnée d’un espace topologique Z, d’un homéomorphisme Yx de X sur un ouvert de
Z, et d’'un homéomorphisme de Y sur le fermé Z \ ¥x(X).

Deuz extensions (Z,9x,¢y) et (Z', s, ¥}) de X par'Y sont équivalentes s’il existe un
homéomorphisme g : Z — Z' tel que Yy, = gopx et i, = gohy.

Supposons que Y est discret, fini, et que X est localement compact. L’ensemble P(Y") des
parties de Y est muni de la topologie discréte.

Proposition A.3. Soit X1 une compactification de X et f: X1\ X — P(Y) une application
continue. Alors l’ensemble Q des parties O de X 1Y telles que

ONX)U{zxeXy; f(x)Nn(ONY) # o}

est ouvert dans X1, est l'ensemble des ouverts d’une topologie sur X I1'Y qui en fait une
extension localement quasi-compacte Zy de X par'Y . De plus, les points de X sont fermés et
séparés dans Zy et, si x € X1\ X, la trace 0, sur X du filtre des voisinages de x dans X
converge vers chacune de ses valeurs d’adhérence et f(x) est l’ensemble des limites de 0,.

Dans les applications, X \ X sera fini. Dans ce cas, la démonstration de la proposition
ne pose pas de probléme. Nous allons maintenant classsifier les extensions de A par C =
Co(Y,K(H)) = ®yK(H) telles que B = Z; pour certains f.

Définition A.4. Soit D une C*-algébre, et T un ensemble de représentations de D. Soit 6
un filtre sur T. Un élément x € D est encadré suivant 0 s’il existe V € 0, tel que

Sup Rang(7(z)) < oo
eV

Remarquons que si D = C*(G) ou G est un groupe de Lie semi-simple connexe linéaire,
I'idéal des éléments de D qui sont encadrés suivant D = G est dense, d’aprés la proposition
2.10. Une telle C*-algebre est dite uniformément liminaire.
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Théoréme A.5. [18, théoréeme VI.3.8]

1) Supposons que X1\ X = {z1,..., 2} U{Zpt1,...,2n} est fini. Pour i = 1,...,n,
donnons-nous une famille (m;j)1<j<q;, (i € N*), d’éléments de Y tels que si j # j', alors
mij # mijr. Notons

X3\ X—P(Y)

Dapplication définie par

{f(a:i)zﬁ si i>n+1
flog)) ={mj; 1<j<q} si i<n
Alors f détermine une extension Zy de X par Y.
2) Pour i = 1,...,m, notons 0" la trace sur X du filtre des voisinages de x; dans Xi.
Alors, pouri=1,...,n, 0° se divise en un nombre fini de bouts, 0%, ... ,Hii.

Soit B une extension de A par C telle que B = Zy. Alors B est uniformément liminaire
et il existe des fonctions ki,... ks de {1,...,q;} dans N* telles que pour tout b € B encadré
suwant 6. (1 <r <s;), on ait

di
lim Tracer(b) = Z kL(j) Tracem;; (b) .
j=1

TELL
3) Soit 6 la trace sur X du filtre des voisinage de louvert {z1,...,z,} dans Xy. Supposons
de plus que pour tout voisinage W de x; (i = 1,...,n) dans X et tout champ de projecteurs

compacts de rang constant il existe W' C W tel que ce champ soit trivial sur W' ; supposons
également qu’il existe V € 0 tel que 0 posséde une base formée de rétractes de V.
Alors Uapplication
B (k)i

=1,..,n;5=1,...,q:) »
définit une bijection entre l'ensemble des classes de semi-équivalence des extensions B de A
par C telles que B = Zy et lensemble des suites (k;.). Plus précisement, si (k}.) est donnée,
posons hi(0) = 0 et hi(j) = ;:1 ki(p). Identifions H et H' @ (2(N*) et soit (e;)iens la base
canonique de (*(N*). Notons Pe; la projection orthogonale sur Ce;. Alors B est isomorphe a
la C*-algébre des couples (m,c) € C°(X,KC(H)) x C tels que

limpegi m(m) = 3001 30, i j-1)+1 Tij(€) @ Pey i=1,....n
lim, cgi m(m) =0 i=n+1,...,m

A.2 Etude explicite de la topologie du dual unitaire

Suite de composition pour Sp(n,1)

Dans ce paragraphe nous rappelons les résultats de M.W. Baldoni Silva [3] qui permettent
de trouver les sous—quotients des séries principales généralisées m¢ ,,, avec £ € M, et ol v € ag
vérifie Rev > 0 ou Rev =0et Imv > 0.

Lemme A.6. Si A¢, n'est pas intégral, alors m¢,, est irréductible.

Nous nous intéressons donc uniquement aux représentations induites dont le caractére
infinitésimal est intégral. Remarquons que si v = ) a;e; € hi est intégral, alors a; € Z.
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Le cas régulier

Soit x un caractere infinitésimal intégral régulier. Nous avons besoin de paramétrer les
représentations irréductibles de caracteére infinitésimal x. Pour j = 0, ..., n, soit C; le systéme
de racines positives dans A définie par la chambre de Weyl fermée

CjZ{ZaiEi;alz“'ZajZanHZaj+1"'2an20}-

Notons que A™ correspond a la chambre C),. Pour j = 0,...,n, il existe un unique \; € C’j
tel que x), = x. Les séries discrétes de caractére infinitésimal x sont celles dont le parametre
de Harish-Chandra sont les A;. Notons 7;(x) (ou 7y;) la série discréte dont le parameétre de
Harish chandra est A;.

A équivalence prés les séries principales (généralisées) de caractére infinitésimal y ont un
parametre de Langlands v = A¢,, = ) ae; vérifiant

2— Re(a; +az)>0o0uRe(a; +az) =0et Im(a; +az) >0. '

Pour 0 < ¢ < j < n+1, soit Pj; le systéme de racines positives dans ® correspondant a la
chambre de Weyl

Pji={>ae;;a3>-- >ai12>a1>aj43>---
> aji1 > a2 > ajp2 > 00 > apgq > 0},

et pour 0 <i<n,n+1<j<n-—i,soit P le systéme correspondant a la chambre

Pi={>aie;a3> - >aj2>a1>a;43> -
> Qopy2—j = —A2 > Aap43—j = - > Apyy > 0} .

Les systémes de racines positives P;; sont ceux tels que si y vérifie les équations A.1, il existe
i et j uniques tels que v € P;;. Notons m;;(x) (ou 7(y)) l'unique série principale de caractére

infinitésimal x tel que son parameétre de Langlands v € P;;. Soit J;;(x) le quotient de Langlands
de 45 (X)

D’aprés le théoréme de classification de Langlands, les représentations irréductibles admis-
sibles de Sp(n, 1) de caractere infinitésimal x sont les quotients de Langlands J;;(x) et les séries
discrétes 7;(x). Le caractére de m;;(x) s’écrit donc comme somme de caractéres irréductibles
0(Jri(x)) et O(mr(x)). Autrement dit on a une formule du type

0(mi; () = >_ mij (b, 1) Tk (X)) + D i (k. x)0(mi(x)) -

Théoréme A.7. Les nombres ni;(k,1,x) et niji(x) ne dépendent pas du caractére infinitési-
mal x intégral régulier choisi. On peut donc supprimer x de la notation. Avec cette convention,
les nombres ngj(k,1) et nij(k) sont déterminés de la fagon suivante.

- Sii+j=2netn+1<j<2n,

O0(miz) = 0(Jij) + 0(m) + 0(mit1) ,
-stit+j=2n—1letn+1<j53<2n-1,

O(mij) = 0(Jig) + 0(Jiv15) +0(Jij1) + 0(miv1),
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-stt=n—2etj=n—1,
O0(mij) = 0(Ji) + 0(Jij41) + 0(mit2) ,

-stt=n—1¢etj=n,
0(mi ;) = 0(Jij) +0(Jij+1)

-stj—i1=2etl<j<n—1,
0(miy) = 0(Jij) + 0(Jig1) + 0(Jijr1) + 0(Jigr5+1) + 0(Jivz,541)
-sti=n—2etj=n,
0(miz) = 0(Jig) + 0(Jix15) + 0(Jijr1) + 0(Jig1,5+1) + 0(mis2)

- sinon
O(mij) = 0(Jig) +0(Jiv1) +0(Jijs1) + 0(Jiz141) -

Définition des graphes Gg)

. Associons a lentier r € {0,...,n}, le couple (r,2n+1—71)
Renommons n;;(k,2n + 1 — k)) les entiers n;j(k). Considérons le graphe orienté G défini

comme suit. Les sommets sont les points de ’ensemble
{(1,j);0<i<j<mn,oubien0<i<n—-1,n+1<j<2n—i+1}.

Cet ensemble est en bijection avec 'ensemble des représentations irréductibles admissibles de
caractére infinitésimal x. Il existe une arréte de (4, j) vers (k,[) si n;;(kl) # 0 et (4,7) # (k,1).
Ce graphe est sans boucle.

Exemple A.8. Soit n = 5. Le graphe Gér) est représenté sur la figure A.1.

Le cas singulier

Soient y un caractére infinitésimal intégral singulier et v = Z?ill aje; tel que x4 = x. On
a alors a; € Z et
ay >az, ai=> —as, a3>~-->an+1>0. (AQ)

Ces conditions impliquent que 7 est contenu dans au plus deux murs.
Théoréme A.9. Si~y est contenu dans deuz murs, alors m(y) est irréductible.

Supposons donc que v est contenu dans exactement un mur. Soit A € t¢ tel que x = x).
Alors il existe un unique ¢ € {0,...,n — 1} tel que A soit contenu dans le mur séparant C;
et CN'Z-H. Soit p’ la demi-somme des racines positives du systéme Cj, pour j =0,...,n. Alors
A+ pl et A+ p't! sont réguliers par rapports a C; et C;y1 respectivement. Notons \Ilﬁl le
foncteur de translation de Zuckerman, avec les notations de [29, Chapitre X, section 9]. Alors
on peut associer & A deux limites de séries discrétes, déterminées par le choix entre C; et Ci 1.
Plus précisement, les limites de séries discrétes m, et 7r;\F sont définies par

- 7[';\_ = \I/§+pl+1(ﬂ'/\+pi+l)

7

At
=y =W (T i) -
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Toutes les limites (non—dégénérées) de séries discrétes sont obtenues de cette fagon. Lorsque
me,o est réductible, elle est somme de deux limites de séries discrétes. Le théoréme suivant
permet notamment de retrouver leurs parameétres.

On considére les cas suivants :

a2 = —ay,

az =0,

a; =ap pour p € {3,...,n+ 1} et az > 0,
a; =ap pour p € {3,...,n+ 1} et ay <0,
az =ap pour p € {3,...,n+ 1},

A S

as = —a, pour p € {3,...,n+1}.

Selon que v est dans le cas 1),...,6), notons b U'entier ay, a1, a2, —asg, a1, aj, respectivement.
Soit ¢ I’entier défini comme suit : Si b > a3, ¢ = 1, si b < an+1, ¢ = n, sinon ¢q est l'entier tel
que ag+1 > b > agqo.

Dans ce qui suit, 7 désigne le dual de la restriction & t¢ d’'un automorphisme intérieur de

gc appliquant t¢ sur hc.

Théoréme A.10. Si vy est
— dans le cas 1)

0(m(7)) = 0(xt (7)) + 0(r~ (7))  avecT(Py—12n—q+1) = Cq1

— dans le cas 2) et g =n, w() est irréductible
~ dans le cas 5) etp=n+1etg=n—1

0(r(v)) = 0(J (7)) + 0(r" (7)) avecT(Pozn) = C

dans le cas 5) etp<netq=p—2
O(m(v)) = 0(J (7)) +0(J(wy)) avecw = se,—c,Ser—cpia
~ dans le cas 6) et g =p — 2
O(n(x)) = 0(J (1)) +0(x (7)) avee 7(Py_samsa_p) = Cps
~dans le cas 4) et g=p — 1
O(m(7)) = 0(J (7)) +0(r" (7)) avecT(Ppi22nt2-p) = Cp2

— dans les autres cas
O(m(v)) =0(J(7)) + 0(J(w))

ot

Sej—eqq, danslescas?2),5),6)
Ses—eqio danslecas 3),g<n-—1
82en danslecas3),q =n
Segp1+e, danslecas4)
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Définitions des graphes fo)l et dei(x). Soit vy = aje; singulier contenu dans exactement
un mur exactement. Posons a = a1 si a; = a;4+1 pour 2 < i < n et a = |ag| si ag = +a; pour
3<i<n+1louas=0.S as =0, posons i =n + 2.51 a; = —ao, il existe 3 <i < n+1 tel
que a; > a3 = —ag > a;41. dans ce cas posons a = aj. Les représentations principales 7(7) ou
7' = > dje; telles que Xy = x sont exactement celles vérifiant {a}} = {a;} et a}) > a > *a;
si a # 0 ou exactement une des deux inégalités est une égalité et a), = 0 sinon. Remarquons
que l'entier 7 ne dépend que de x = x,. Notons cet entier i(y).

On définit alors le graphe suivant. L’ensemble des sommets est ’ensemble des représen-
tations irréductibles admissibles de méme caractére infinitésimal que 7(vy) et on place une
arréte de 7 vers 7’ si m # 7/, m est un quotient de Langlands de la forme J(7') et 7’ est un
sous-quotient de m("). Il est facile de voir que I’on obtient n+ 1 graphes distincts lorsque ’on
fait varier le caractére infinitésimal intégral singulier, et que ce graphe ne dépend que de i().
Les graphes ainsi obtenus seront notés GS )l respectivement. Notons que si v est dans cas 1.

(ag = —ay), et ¢ comme dans le théoréme A.10, on ai(x) = g+1, et donc 7y € CN’i(X),QﬁC'Z-(X),l.

Exemple A.11. Soit n = 5. Les graphes G’gsg sont représentés sur la figure A.2.

Longueurs des séries complémentaires

Nous rappelons dans ce paragraphe comment on calcule pour £ donné, v(§). Ce travail a été
effectué par M.W. Baldoni-Silva [4]. Soit & € M tel que v/(€) > 0, et posons v(&) = ¢(£)(e1+ez).
Définition A.12. Soit £ = (b;bs, -+ ,bpy1) € M.

1. L’entieri € {2,...,n+ 1} est défini comme suit.

-Siany1 >b+1/2 alorsi=n—+1,
-sib+1/2 > as, alorsi =2,
- sinon, © est ['unique entier tel que :

aizb+1/2>ai+1.

2. Lorsque b =10 ou b=1/2 (donc i = n+1), définissons k € {2,...,n+ 1} comme suit :
- Sib3 =0 alors k =2,
- 81 by > 1, alors k=n+1,
- sinon, k est le plus grand entier tel que

bk#o (dOIlC bk+1:~":bn+1:0).

Définitions A.13. Soit £ = (b;bs, ..., byt1) € M.

1. Supposons que b € N* et by = bjy1 avec 1 < i < n.
(a) Sib;=0biy1 =0, alorst est le plus grand entier, 1 <t <1i—2 tel que bj_y11 =0
(b) sib; =bi1 > 1, alors t est le plus grand entier, 1 <t < Min(n — i + 1,7 — 2) tel

que
bity1=-"=b=biy1 =" =biyy.

2. Supposons que b € N* +1/2, b+ 1/2 = aj11 pour 3 <1<n-—1 et b =b1 =b2.
(a) Si by =0, alorst' est le plus grand entier, 1 <t' <1 —1 tel que bj_y42 =0;
(b) siby > 1, alors t' est le plus grand entier, 1 <t < Min(l — 1,n — 1+ 1) tel que

biyy2=-"=by=by1=byo="=byyy.
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© Séries discrétes.
O Quotients de Langlands

FiG. A.1 - Caractere infinitésimal régulier, Gg)

@ Limites de séries discrétes m+
© Limites de séries discrétes m—
O Quotients de Langlands

® Série principale irréductible

FiG. A.2 — Caractere infinitésimal singulier, n = 5.
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Théoréme A.14. Les longueurs des séries complémentaires sont données dans le tableau sui-
vant.

conditions sur b | conditions supplémentaires série complementaire
b=0 E=n+1 0<c<3/2
E<n 0<c<n—k+3/2
b=1/2 2<k<n O<c<n—k+1
be N* sti=2ousii=n+1 0<e<1/2

ou st 3 <1< netb >biy

s13<i<metb =bi11 0<C<t+1/2
beN“+1/2et | sil=2ousil=netb>1/2 0<e<1
b+1/2=a;11 ous13<Ii<n-—1cet
pour 2 <1<n | (b >byioub1 > b2)

Sibl=bl+1=bl+2 O<e<t

Etude des idéaux de C*(G)

Dans cette partie, nous décrivons explicitement certaines parties ouvertes et fermées de
G ne contenant qu'un nombre fini de séries continues (principales et complémentaires) de
G dont la réunion disjointe est G. Nous décrivons également leur topologie. Cela suffit a
décrire la structure des idéaux fermés associés a ces ouverts, comme nous 1’avons rappelé dans
I’appendice A.1.

Soit Dt I’ensemble des caractéres inifinitésimaux y intégraux contenus dans au plus un
mur, et tels que i(x) # n 4 2 si x est singulier. Soit x € D. On définit des parties G'(x) et
G(x) comme suit :

1. G'(\)={reIUDUL,xr=x}
2. G(X) est la réunion des composantes connexes des points de G’(X). Cette partie de G
est ouverte et fermée car G’(x) est fini.

Proposition A.15. G est la réunion disjointe des G(X) pour x parcourant DV,
Corollaire A.16. Soit I(x) lidéal fermé de C*(G) correspondant a G(x). On a

CH(G) = Byep+1(X) -

Nous avons d’abord besoin d’un lemme, qui est intéressant dans la mesure ou il montre que
la topologie sur P U C n’est pas tout a fait la topologie induite sur ’espace des paramétres
M x at.. En effet, il peut arriver que m¢, avec 0 < v < v(&) soit un point adhérent a PC(¢’)
avec £ # &, Un tel phénomene se produit dans les cas suivants.

Lemme A.17. Sim¢, est adhérent a PC(£') (avec & # &) alors
Aey =1ler +0ex + > 7" saie; +2en41 (an > 3),
Ag',z/&, =2e1 +0ex + Y i saje; + lepyr (al, > 3),

ou autrement dit

€= (0;b3,...,bp,1) v=1/2,
5/:(1/2,b,,,bn?£070) V(gl):]-
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De plus, &' est unique et est entierement déterminé par &.

Démonstration. Soit (§,v) tel que 7¢,, soit unitaire, irréductible et 0 < v < v(§). Supposons
que 7¢,, est adhérent a PC({') ou & # & On a alors xa,, = XAgr ey POsONS ¥ = Mgy et
7= Ao
Tout d’abord, v est nécessairement intégral singulier, contenu dans exactement un mur.
En effet, il est intégral car les bouts de complémentaires possédent un parameétre de Langlands
intégral, et singulier car les représentations de caractéres infinitésimal régulier sont réductibles.
Il est contenu dans un seul mur car les séries principales qui sont sous-quotients de mer ,er
possédent un parameétre de Langlands de la forme w~ et 4’ est dans au plus un mur, sinon
Ter y(ery serait irréductible. Donc v = wy’ est contenu dans un mur exactement.
Aprés un examen du théoréme A.10 , on trouve donc les conditions suivantes sur v = > a;e;
et v =D ale; :
a2 =0 apy1 >a1 >0
ay=0 ay,>a}>a, ;>0.

Ecrivons § = b/(e; — e2) + > ble; et v(¢') = /(e1 + e2). Les conditions précédentes donnent
donc
by +2>2 =20 +1>b,,,+1>0.

n
On en tire b’ > 0 et b;, > b, | > 0.
D’autre part, si ' +1/2 # a; (Vj = 3,...,n+ 1) et ' € N+1/2, il n’y a pas de
complémentaire. On peut donc exclure ce cas. Il reste donc deux cas possibles :
1. v € N*,
2.0 eN+1/2 et V+1/2=ap4+1.
Premier cas : Ona ¢ =b +1/2> 1. Comme

ay, >20 +1/2) > any1 >0, (A.5)
on a l'un des deux cas suivants : soit
ap, >b' +1/2>a,,1 >0 et b, >b,,

soit
an >0 +1/2>0.

Dans les deux cas, la série complémentaire s’étend jusqu’a ¢ = 1/2. Mais alors 2(0' 4+ 1/2) =
2¢ =1, ce qui contredit I’équation A.5.
Deuziéme cas : Si b > 1/2, la série complémentaire s’étend jusqu’a ¢ = 1. Mais ceci contredit
d =V+1/2=a,,; > 1. 1l reste & examiner le cas b’ = 1/2. Il vient alors ¢ =¥ +1/2 =
a,.1 =1, et comme aj, ; =¥, +n+2—(n+1), on a aussib), ; =0. Comme b}, > b,
la série complémentaire s’étend jusqu’a ¢/ = 1.

Il reste & montrer la derniére assertion. D’aprés le théoréme A.10 et ce qui précede, on a
Y = Se,1—es?) €t ceci détermine +/, donc £’ O

Démonstration. (proposition A.15) Soit 7 € G.SimeDULULZ, il existe y € D tel que
Xr = X, car si x est singulier avec i(y) = n + 2, il n’existe aucune 7 € ZU D U L telle que
Xx = x d’aprés le lemme A.20.
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On peut donc supposer que 7 € PUCUB. Il existe un unique & tel que m € PC(§)U{J¢ ,(¢) }-
D’aprés le théoreme 2.12, 8'il existe x tel que m € G(x), alors PC(&) U {Jewe)} C G(x). Par
conséquent on peut supposer que w € B. Donc 7 = Jf,u(f)' D’aprés le théoréme 2.12, s’il existe
x, tel que © € G(x), alors pour tous les sous-quotients 7/ de me,, vérifient 7' € G(x). Trois
cas peuvent se produire pour 7’

1.7 € DULULZ, et alors x existe et est determiné de maniére unique d’apreés le début de
la démonstration.

2. ' = mgr € C. D’aprés le lemme A.17, on a nécessairement v/ = 1/2, v(¢’) = 3/2 et 'l
existe x tel que 7 € G(x) alors T 3/2 € G(x). On est alors dans le cas suivant.

3. 7" € B. Alors ' = mer 1y, d’aprés la remarque 2.13, v(¢') < v(€). En procédant par
récurrence, on peut donc supposer que v(§) = 1.

La conclusion résulte alors de ce que le cas 2. se produit lorsque i(x) = n + 2, ou x est
le caractére infinitésimal de 7 et que 7y 3/ posséde un caractere infinitésimal X' vérifiant
i(x') = n. O

Nous allons maintenant décrire les ensembles G(X) Rappelons que § est la demi—somme
des racines positives de @1, et posons a; = e; — e;41, pour i = 2,...,7m.

Définition A.18. Soit v = Z?:Jrll ae; € D (intégral contenu dans au plus un mur, tel que
ay # —ay).
1. Siy est régulier, il existe des entiers p et q uniques tel que v € P, 4.
La forme 7 est l'unique forme telle que x, = x5 et ¥ € Py 1.
2. Sias =0, l'entier p est défini par

a3>...>ap+1>a1>ap+2>"'>an+1>07

et v est l'unique forme telle que x, = x5 et a; > az

3. Siar=a; pouri=3,...,n+1, on pose p=1i— 2 et q est 'unique entier tel que

Ag+1 > A2 > Qg+2 siag >0,
An42—q > —a2 > A2p43—q Slaz < 0.

Soit 4 l'unique forme telle que x = x5 et @1 > a3 si a1 # a3 et ¥ = s2¢,7 oty = ale;

est l'unique forme telle que x(v') = x(v) et a} = —al, sinon.
4. Si|ag] = a; pouri=3,...,n+1, on pose
=2 siag > 0,
T\ 2n+3—i siaa<0

et p est l'unique entier tel que apy1 > a1 > apya.
Soit ¥ l'unique forme telle que x, = x5 et a1 > as.

Proposition A.19. Soit v comme précédemment.
a) Le quotient de Langlands J(v) € B si et seulement si l'une des conditions suivantes est
réalisée.
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1. v est régulier, (ay < Oouag >0etgq=p+1=n) et

(7=0;0) =0, Va=opt1,..., 02041 - (A.6)
2. v est singulier,
—ag <0 et
- _ — ip=1let
(5~ 6:0) =0 va:{ 33, )Qont1-g €1 — €3 sip=letar > az (A7)
D41y Q2n41—q simon .
— (ag >0 et (a3 = agy2 ou ay = ant1)) ou (ag =0 et p <n)
- — ip=1
(5= 6:a) = 0 v@:{ 33, sani1,e1 — €3 sip=letar >az, (A8)
D1y e s gl sinon .

b) Le quotient de Langlands J(v) € T si et seulement si v = § (ie J(y) = 1g est la
représentation triviale) ou az >0,0<p<n—1,p+1=gq et

<’3/—5;O£>:0,VOé:Oéerl,...,Oén+1 (Ag)

Pour démontrer ceci nous avons d’abord besoin d’un lemme qui est une simple application
du théoréme A.14.
Lemme A.20. a) Soit J¢ ¢y un quotient de Langlands au bout d’une complémentaire.
1. Sib=0etk=n+1, alors apy1 > a1 > ag > 0.
Sib=0cet2<k<mn, aorsar > a; > agr1 = az > 0.
Sib=1/2 et k=n, alors ap, > a1 > apt1 >0 et ag = 0.
Sib=1/2et2<k<n-—1, alors ap > a1 > ap11 > agy2 = az > 0.
SibeN*et (3<i<netb;>byioui=n+1oui=2) alors

a; > ayp > —az > a;+1etaz <0.
6. SibeN*et3<i<netb=0by1 et (b Z0oui+t<n+1) alors
it 2 A1 > Qj—py1 > 00 > Qg > —A2 > Qg1 > 0.
7. SibeN* et3<i<netb=0by eti+t=n+1, alors
Qi—t > a1 > ai—¢+1 > 0etag =0.
8 SibeN et3<i<netb =by1ett+t>n+1, alors
Aj—t 2 A1 > Qjptp1 > 0 > A2pp3—i—t = a2 > 0.

9. SibeN"+1/2 etb+1/2=a; pour3 <Il<n+1 et (b > b1 oub_1 > b sideql <n),
alors aj—1 > a1 > a; > —ag > ap41.

10. Sibe N"+1/2 etb+1/2 =aj41 pour 3 <1 <n-—1cetb =by1 =bs et (b #0 ou
I+t <n+1), alors

/41 2 Q1 > Qg4 > 00 > Ay 2 A1 > 0.
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11. SibeN*+1/2 etb+1/2=a;1 pour3<Il<n—1etb=bi1 =bysetl+t =n+1,
alors aj_y411 > a1 > aj—py4oetaz =0.

12. SibeN*+1/2 etb+1/2=ap41 pour3<Il<n—1etb =b1 =b2etl+t' >n+1,
alors
41 > Q1 > Qpypqg >0 > Aopgg—p—] = —az > 0.

b) Soit Je ,(¢)41 une série isolée. Alors
ag > a1 > ag > gyl >0,pour2<k<n.

L’intérét de ce lemme est le suivant. Si x est un caractére infinitésimal, et v = > agep
est tel que x, = X, il existe au plus un des cas du lemme pour lequel ~ vérifie les inégalités
obtenues sur les ay. Par exemple, si v est régulier et vérifie a1 > ag > as > 0, J() n’est pas
unitarisable.

Démonstration. (proposition A.19) Tout d’abord, notons que toutes les implications dans le
sens direct sont faciles. Durant la démonstration, si v et 4 sont donnés, on notera respective-
ment a;, &, v,b,b; et a]-,g, ﬁ,lN), b}, etc. les paramétres qui leur correspondent.

Soit v régulier avec as < 0, et p, q tels que

<’?—5;OJ>:0, va:ap—i—la"'ann—i-l—q-

Supposons que p + g < 2n. On a alors b,z = -+ = by, 42_4. Soit V' cet entier. Si b’ = 0,
ona q=n+1, donc ayt1 = 1, ce qui impose a; = 0. Donc b # 0. D’autre part, b =
1/2(a1 —ag — 1) = 1/2(apt3 + 1 + (agni2—q — 1) — 1) = b —1/2 4+ (¢ — p)/2. On distingue
deux cas selon que p + ¢ est pair ou impair.

Si g — p est pair, on a b € N*. Guidé par le lemme précédent on définit ¢ et ¢ par

p+3=i—t+1
n+2—-—qgq=1+t.

On déduit t =n— (p+q)/2 et i vérifie b = aj+1. Donc ¢(§) =t+1/2=n—(p+q)/2+1/2 et
c=1/2(a; +az2) =1/2(b+n—(p+3)+2+b+n—(2n+2—q)+2)=b—(p+q)/2—-1/2 =
n—q+1—(p+q)/2—1/2 = ¢(£). Donc si p+q est pair, J(7) est au bout de la complémentaire.

Si g — p est impair, on ab e N+1/2. Si b=1/2, alors p+ ¢ = 2n — 1 donc a1 > apy3 >
—az = a; —2. Dowt a; —3/2 =1/2(2a; —2—1) = b = 1/2, ce qui impose az = 0. Donc
b # 1/2. On peut donc supposer que b > 1/2. La démonstration se déroule alors comme dans
le cas p + ¢ pair, mais en utilisant cette fois, [ et ¢’ au lieu de 7 et ¢.

Traitons maintenant le cas p+q = 2n. On a alors ay42 > a1 > —a2 > apy3 avec aj+az = 1.
Donc ¢ = 1/2(a; + a2) = 1/2. De plus b = 1/2(a; —ag — 1) = a1 — 1 = —ag, soit i = p+ 2
et b; > b1 si 3 < i < n. Par conséquent, ¢(§) = 1/2. D’ou la conclusion. Ceci termine la
démonstration lorsque ~ est régulier et as < 0.

Sias >0etag > - >ant1 >a1 =2>a2=1>0.0Onadoncb=0,k=n+1 car
ant+1 > 1, ¢ =3/2 = c(€). Donc J(7) est unitaire.

Traitons maintenant le cas ol ~ est singulier. Commencons par le cas ou as < 0. On
distinguera trois cas principaux : p4+¢q =2n, p+q =2n —1 et p+ ¢ < 2n. Dans chacun de
ces cas, il faudra encore distinguer selon que a; = a; et —as = a; pour un certain .

Sip+gq =2n,et a; = apt2, p > 1, la condition d’orthogonalité sur ¥ est équivalente &
a1+ag = 1. Donc ¢ = 1/2(a; +a2) = 1/2. D’autre part b = 1/2(a1 —ag—1) = —ag et i = p+2
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(i comme dans la définition A.12) et donc si p > 1, b; > b1 toujours d’aprés la condition
d’orthogonalité. D’aprés le théoréme A.14, on a donc ¢(§) = 1/2 = ¢, donc J(7) est au bout
de la complémentaire associé¢ a . De méme, si —as = apy2, p > 1, alors a; +ax = 1, d’ont
¢=1/2. On a encore b= —ag d’ott i =p+ 1 et b; > b1 si p> 1 et la conclusion.

Sip+q = 2n—1, et a1 = apy2 > apy3 > —az, la condition d’orthogonalité sur ¥
est équivalente & a; + a2 = 2. Dot ¢ = 1/2 et b = 1/2(a; —az — 1) = —ag + 1/2. Donc
b+1/2 = ap43. Posons | = p+ 3. On a alors b; > bj41 si | < n. Le théoréme A.14 permet
donc de conclure ¢(§) =1 = ¢, donc J(7) est unitarisable. Lorsque apy2 > a1 > api3 > —ag,
la condition d’orthogonalité donne encore a; + ag = 2, dott ¢ = 1 et b = —ag + 1/2. Ceci
implique b+ 1/2 = apy9, et b—1 > by si [ > 3. Donc ¢(§) = 1 = ¢. On a donc la conclusion
dans ce cas également.

Considérons maintenant le cas p + ¢ < 2n — 1, et supposons tout d’abord que ap2 =
a1 > apy3 et agpi2—g > —az > asp43—¢. Dans ce cas, on démontre que J(7) est unitarisable
exactement comme dans le cas régulier avec az < 0. On s’intéresse donc au cas —az = a2,43—¢
et ap+1 > a1 > apyo. La condition d’orthogonalité équivaut & a; + a2 = 2n+ 2 — (p + q), soit
c=n+1—(p+q)/2. D’autre part cette méme condition implique bp4o = ... = bay42-4 > 0.
Appelons b’ ce nombre. On a alors

ap=b+n—(p+2)+2+1=b+n—p+1
—a—-2=V+n—-2n+2—-q)+2-1=b—-n+q—1.

Par conséquent, b = 1/2(a; —as—1) = b —1/24(¢—p)/2. Par le lemme précédent, définissons
lorsque ¢ — p est impair, les entiers ¢ et ¢ par

pF+2=i—1t+4+2
n+2—-—q=1i+t

Onaalorst=n—(p+q)/2+1/2.Douc(l) =t+1/2=n—(p+¢q)/2+1=c. Donc J(v)
est au bout de la complémentaire. Reste le cas ot ¢ — p est pair. Celui-ci se traite de la méme
maniére mais en définissant [ et ¢’ par

p+2=1—1+2
m4+2—qg=1+1t

et le calcul est similaire au précédent. Ceci termine la démonstration lorsque v est singulier
et ao < 0.

Le dernier cas a traiter pour terminer la démonstration de la proposition A.19a est :
singulier, ax > 0, et a1 = a,41 ou as = ag42. La condition d’orthogonalité sur  est équivalente
aa; =n—p+1.Onaaussi b=1/2(n—p—az). Commencons par le cas ag > 0 et a; # apy1.
On a alors p < g < n.

Sip=gq,onaag >a; >ap] =ag,etb=0aveck=p+1,etc({) =n—k+3/2=
(a1 + a2)/2 = c. D’ou la conclusion lorsque p =¢q. Sip=q — 1, ax > a1 > a1 > akro = a2
aveck=p+1letb=1/2.Onadoncec(§) =n—k+1=1/2(a1 +a2) =c.

Considérons maintenant le cas p < ¢ — 1. On a alors bpyo = --- = b,41 = 0. Si b € N¥,
définissons ¢ et ¢ par

pH2=i—t+1
qg+2=2n+3—-(i+1).

Onaalorsc=1/2(a1+a2) =1/2(n—i+t+2+n—(2n+3—t—14)+2) =t+1/2 =c¢() D'on
la conclusion. Si b € N* +1/2; on procéde de la méme fagon mais en définissant [ et ¢’. Ceci



A.2. Etude explicite de la topologie du dual unitaire 69

termine la démonstration pour az = ag42 > 0. Supposons que a,+1 = a1. On a alors a; = 2
et a; =1 d’aprés la condition d’orthogonalité. D’ou ¢ = 3/2 = ¢(§).

Siap =0 et a, > a1 > ap4+1, on obtient facilement ¢ = 1 et b = 1/2, donc ¢(§) =1 = c.
Lorsque ap41 > a1 > apio pour p < n — 1, on distingue les cas ou b = 1/2(n — p) est pair ou
impair. Dans le cas pair, on définit 7 et ¢, et dans le cas impair [ et . On obtient facilement
la conclusion dans les deux cas. Ceci achéve la démonstration de la proposition A.19a.

Si J(7y) est une série isolée, la condition d’orthogonalité est évidemment vérifice. Pour la
réciproque, on obtient immédiatement b = 0 ¢ = n — k + 5/2 = ¢(§) + 1. Ceci achéve la
démonstration de la proposition. A.19. 0

Soit x € DT régulier. Il existe v(x) € Py tel que x = X~(y), de méme pour p et g
donnés il existe un unique vp(x) € Fpq tel que X = X+, (y)> €t Ypg(X) = 7(X). Le choix d'un
homéomorphisme de iRT U [0, v(£)]sur R détermine une bijection

~

G(x) =Rt x {(p, @); Ypq(x) satisfait (A.6)} H{(p,p + 1); vp,p+1 satisfait (4.9)},

ou "satisfait" est relatif & I’équation en question et aux conditions précédant celle-ci.
Soit x € DT singulier. Supposons que i() # n. Soit p(x) le plus petit entier assigné a un
point de G(S)(X) correspondant & une représentation unitaire. Si p(x) < i(x) — 1 et i(x) > 2,

n,i
Iouvert G(X) posséde une unique série isolée qui correspond au point i(x) — 1, sinon il n’en
(s)
ni(x)
correspondant a une représentation isolée. Les entiers p(x) et ¢(x) sont déterminés par y
d’apres la proposition A.19 Si p(x) < i(x), on a une bijection

posséde aucune et p(x) > n. Soit ¢(x) le plus grand entier assigné & un point de G

~

GO =R x {p;p(x) <p <i(x) —2,n>p>q00} [[{i00 - 3[R [J{-1.1};

et si p(x) > n, A
Gix) =R" x {p; p(x) =p = q¢00} [[RL [[{-1.1}.

Les deux derniers termes correspondent & la série principale unitaire ayant deux limites de
séries discretes a son bout.

Sii(x) = n,@(X) ne posséde pas de série isolée. En revanche, si p(x) < n, la représentation
associée au point n dans GS,{ peut étre un point adhérent a une série continue, dont le bout
posséde un caractére infinitésimal x’ telle que i(x’) = n + 2. Soit 4 (resp 7’) la forme associée
a x (resp. x') par la définition A.18. On a alors 4/ = 4 — 2e5. On en déduit facilement que

p(x’) = p(x). On obtient ainsi une bijection

G(x) = RT x{(p,n);p(x) >p>a(x)}
[IR" x {(p,n+2); p(x) =p>n—1}][RE [T{-1,1}.
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