Théorie des représentations

Métriques positives sur les espaces homogenes réductifs

Nicolas Prudhon !

Résumé

Etant donnés un groupe de Lie semi-simple réel G et un un sous-groupe réductif L de GG stable par 'involution de
Cartan, nous définissons une famille de métriques riemanniennes sur G/L, indexées par les points de G/ K, ou K
est un sous-groupe compact maximal de GG. Nous utilisons ces métriques pour généraliser un lemme de Rawnsley,
Schmid et Wolf de la théorie des représentations associées aux variétés de drapeaux. Nous montrons alors que
la représentation de G par translation & gauche sur lespace des formes de carré intégrable sur G/L, n’est pas
uniformément bornée. Pour citer cet article : N. Prudhon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I *** (20%%).

Abstract

Positive metrics on reductive spaces Let G be a real semi-simple Lie group and L be a reductive subgroup
of G stable by the Cartan involution. We define a familly of positive metrics on G/ L parametrized by the points of
G /K, where K is a maximal compact subgroup of G. We then use these metrics to generalize a lemma of Rawnsley
Schmid and Wolf from representation theory. We then show that the representation of G by left translation on
the space of L2-forms on G/L is not uniformly bounded. To cite this article: N. Prudhon, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I *** (20%%).

La réalisation géométrique des modules de Zuckermann sur la cohomologie de Dolbeault de variétés de
drapeaux (au sens de Wolf [6]) a été effectuée par H. W. Wong [7]. La construction d’une structure unitaire
dans ces espaces de cohomologie conduit a considérer simultanément deux métriques sur ces variétés de
drapeaux [5,1] : une premiere métrique, positive, non équivariante par rapport a action du groupe de
Lie semi-simple G, et dont la définition dépend du choix d’une involution de Cartan; et une seconde,
équivariante mais seulement non-dégénérée, qui est définie intrinsequement. Nous nous intéressons ici
a la métrique positive. Nous donnons une nouvelle définition plus géométrique de cette métrique, ce
qui permet d'une part de comprendre comment celle-ci dépend du choix d’une involution de Cartan, et
d’autre part de montrer en toute généralité que l'action du groupe sur les formes différentielles de carré
intégrable définit une représentation continue du groupe G. Le cadre naturel de cette étude, plus général
que celui des variétés de drapeaux, est celui des espaces homogenes réductifs G/L, ot L est stable par
I'involution de Cartan. La forme de Killing est alors non-dégénérée sur 'algebre de Lie de L. De tels
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espaces homogenes apparaissent également en théorie des représentations [3]. L’utilisation de propriétés
uniquement métriques suggere par ailleurs que la transitivité de 'action n’est pas nécessaire.

Fixons maintenant quelques notations. Soient G€ un groupe de Lie semi-simple complexe, G une forme
réelle de GC. Notons go 'algebre de Lie de G, g celle du groupe complexifiée GC. Nous adoptons la méme
convention pour les autres groupes et algebres de Lie. Soit 7 la conjugaison de g associée a gg. Soient K
un sous-groupe compact maximal de G, go = ¥y @ s¢ la décomposition de Cartan correspondante, et 6
Iinvolution de Cartan. L’extension de 6 & g est encore notée 6. Alors, par définition de 6, les involutions
0 et 7 commutent. La forme de Killing B est non-dégénérée sur g. Si E est un sous-espace vectoriel de g,
nous notons E-+ l'orthogonal de E pour la forme hermitiennne (x,y) = B(x,7(y)).

Soit L un sous-groupe réductif de G, tel que 6(I) = [. Lorsque L est 'nsemble des points fixes d’une
involution, ou encore lorsque G/ L est une variété de drapeaux pour G, cette hypothése n’est pas restrictive.
L’involution 6 est alors une involution de Cartan de [y, et LN K est un sous-groupe compact maximal de
G. La restriction de la forme de Killing B a [ est alors non-dégénérée. En particulier, la décomposition
g = [ @ I+ est stable par l'action adjointe de [. Soit Y = G//L. L’espace tangent (T..Y )c s’identifie avec
[+ de fagon L-équivariante. La métrique hermitienne sur (7Y )¢ est alors définie dans la littérature [5,1]
de la facon suivante. On commence par définir cette métrique en l’origine en posant pour tous &,n € [+,

(Ean)pos = _B(Ea 97(77)) . (1)

Comme cette forme hermitienne n’est pas L-invariante (lorsque L n’est pas compact), il n’est pas possible
de définir une forme hermitienne sur les autres espaces tangents par translation. On procede alors comme
suit. D’apres un lemme de Mostow [4], Papplication

K x It sy xInNsg> (k,X,Y) — kexp(X)exp(Y) € G
est un difféomorphisme. Tout g € G s’écrit donc de maniere unique sous la forme

g = k(g) exp(X(g)) exp(Y(9)) -

Si &, € (TyY)c un vecteur tangent au point y = gL € Y, alors il existe un unique vecteur § € (TerY)c
tangent a l'origine, vérifiant &, = k(g) exp(X(g)) - £&. En outre, sil € L et g € G, alors

k(gl) exp(X(gl)) = k(g)exp(X(g))I' avec I'e LNK. (2)
La forme hermitienne est alors définie alors sans ambiguité, pour &,,n, tangents en y € Y, en posant

(Eya 77y)y,pos = (6; n)pos .

Dans cette note, nous donnons une interprétation géométrique de la métrique || - ||pos. Nous utilisons
cette interprétation pour montrer le lemme suivant.
Lemme 1 I existe une fonction C' continue sur G, telle que si g € G, et &, € (T,Y)c est un vecteur
tangent en y € Y, alors
g &yllgy.pos < C(9)lI€y]

De plus, une telle fonction C n’est pas bornée sur G. En outre, il existe une fonction longueur ¢ sur G
telle que la fonction C définie par C(g) = e’ convienne.

Ce lemme améliore dans deux directions un résultat de Rawnsley, Schmid et Wolf [5, lemme 7.3]. Tout
d’abord nous supprimons '’hypothése que [y est ’ensemble des points fixes d’une involution. Ensuite, nous
donnons une formule explicite pour la fonction C.

Rappelons que la variété Y = G/ L posseéde une mesure G-invariante car le sous-groupe L est réductif.
Corollaire 2 Soit H l’espace des formes différentielles de carré intégrable (au sens de Hodge-Kodaira)
pour la forme hermitienne positive sur Y. Alors l'action du groupe G sur H définit une représentation
continue de G par des opérateurs bornés. En outre, cette représentation n’est pas uniformément bornée
mais vérifie, pour toute forme différentielle w € H, Uinégalité ||g - wl|pos < €“9{|w||pos -

Y,pos *
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Ce résultat est ’analogue de la proposition 5.3 dans [1], mais est plus précis et supprime ’hypothese que
L est I’ensemble des points fixes d’une involution. La démonstration est analogue, apres substitution du
lemme 1 au lemme [5, lemme 7.3] de J. Rawnsley, W. Schmid et J. Wolf.

Pour donner une interprétation géométrique de la métrique positive, nous considérons la double fibration

G/LIEG/LNK ™ G/K .

Le point de départ consiste & reformuler 1’équation (2) de la maniére suivante.

Proposition 3 La formule o: gL — k(g) exp(X(g)) L N K, définit bien une section de 7.

Pour poursuivre, il faut maintenant donner une interprétation géométrique de la section o. De maniere
générale, une section de 7wy est donnée par le choix d’un point base dans chaque fibre. Munissons la
variété X = G/K de la métrique fournie par la forme de Killing comme dans ’équation (1). Alors, pour
tout y € Y fixé, la restriction de mx & E, = ﬂzl{y} est un plongement sur un sous-espace totalement
géodésique. Son image mx(E,) C G/K est donc un sous-espace fermé (géodésiquement) convexe. Soit
x € X un point base. Comme l’espace X est un espace CAT'(0), il existe un unique point o, (y) € E, qui
réalise la borne inférieure des distances distq,x (7x(2), x) pour z € E, [2].

Définition 4 L’application y — o, (y) détermine une section o, de my,.

Proposition 5 Soit xg = eK. Alors les sections o et o5, de mr, sont égales.

Démonstration. Soient y € Y et go € G tel que y = goL. Il faut montrer que le point 21 = k(go) exp(X (o)) K €
Tk (Ey) = {goexp(Y)K, Y € INsg} réalise la distance de mx (E,) & x¢. Pour cela, considérons la géodésique
vit = 2 = k(go)exp(tX(go))K , joignant x¢ & zp. Il suffit de montrer que ‘fi—z|t:1 est orthogonal a
Ty, (Ey). Soit g1 = k(go) exp(X(go)). Alors, nous avons d’une part gl_l‘fi—yt:l = X(go) € I Nsp;
et d’autre part g; Tile(Ey) = [N sg. Comme l'action de G sur X est isométrique, la conclusion en
résulte. 0
Remarque 1 Les sections 0., x € X, vérifient

042 (9y) = 90:(y) (3)

par construction.
Démonstration du lemme 1. Commencons par montrer l'existence de la fonction C. Soit gy € G tel que

y = goL. Posons I = 1(g, g0) = exp(Y(990)) exp(—Y (go)). Il vient,

19 - €ylly.pos = —BAADE A1) (07(€))) < [AAD)]12, 1€ ] pos - (4)

11 suffit donc de montrer que I = I(g, go) € L appartient & une partie compacte de L qui ne dépend que
de g € G mais pas de y € Y. Soit g1 = k(go) exp(X(go)) de sorte que e LNK = gy ‘04, (y). Alors, d’apres
Iéquation (3),
Tg-120(Y) = 97020 (9y) = 97" k(9g0) exp(X (9g0)) L N K
=g~ 990 exp(~Y (990)) L N K = k(go) exp(X (go))l " LN K
= g1l g7 0w (y) -
Par conséquent,

distx (I o, z0) = distx (17" g1 ' Tk (02, (1)), 91 "7 (020 (1))

= distx (1x (910797 020 (¥)), T (920 (1))

= distx (& (09120 (), Tk (020 (y))) -
En outre, cette derniere distance est majorée par la distance distx (97! - zg, xo), par construction de o et
car la projection sur un convexe fermé non vide est contractante [2] dans I’espace CAT(0) G/ K. Cette

derniere distance ne dépend pas de y € Y. Ceci montre 'existence de la fonction C| et le fait qu’elle soit
non bornée. Une expression explicite de la fonction C' est donnée dans le lemme suivant.
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Lemme 6 I existe une constante cg telle la fonction longueur €(g) = cadistx (9o, xo) vérifie

196y Il gy.pos < ee(g)H‘EyHy,pos-

Démonstration. Soit  une sous-algebre de Cartan déployée de g, telle que b’ = hNI soit une sous-algebre de
Cartan déployée de [. Choisissons un systeme de racines positives A* pour le systeme de racines A(h, g).
Nous pouvons alors choisir une décomposition K AK de G telle que pour tout g € G, la décomposition g =
ke ky vérifie a(H(g)) > 0 pour tout a € AT . Avec les notations de la démonstration précédente,
écrivons | = (g, go) = kieka, avec H = H(l) € h’ N Lie(A). Remarquons que [h’, 1] C I+ car b’ C [,
Comme la forme hermitienne sur I+ est L N K-invariante, il vient, ||g&,|ly.pos = || exp(ad(H))&| pos-

Nous choisissons maintenant une base de [-. Comme les involutions # et 7 commutent, 'involution
01 (= 70) laisse stable l’ensemble des poids de ad(h)|.. En effet, si E, est un vecteur propre pour la
forme «, [H,07E,] = (07()) (H)0TE, et 0TEq est vecteur propre pour la forme 67(c) Or, si E, et Eg
sont des vecteurs correspondant & des poids « et 8 respectivement, alors B(E,, Eg) = 0si o+ 8 # 0.
Par conséquent, les vecteurs non-nuls 7E, et E_, sont colinéaires, car (-,-)pos est définie positive. Il
existe donc une base orthonormée (pour la forme (-, -)pos) de I+ formée de vecteurs associés aux poids de
ad(h)|+. Soit (Ey) une telle base et écrivons § = >~ xoFq. 1l vient,

H eXP(ad(H))inos _ H Zzaea(H)EaHios < €4p(H(l))H§H§)osv

ol p est la demi-somme des restrictions (non-nulles) & Lie(A N L) des poids positifs de ad(h)|;.. Soit
pc la demi-somme des restrictions (non-nulles) & Lie(A) des éléments du systeme de racines posi-

tives AT. 1l existe alors une constante cg telle que 2p(H (1)) < 2pa(H (1)) < cgTrace (adH(l)2)1/2 =
cedistx (lzg, x0) < cqdistx (gxo, o). Ainsi, la fonction longueur ¢(g) = cqdistx (gxo, zo) convient. |
Munissons la variété G/L N K par la métrique || ||</*7% définie par la forme de Killing, comme dans

léquation (1). La famille de métriques (|| - [|*)zex sur G/L, définies par "pullback” de cette métrique
. . c G/LNK

via les sections oy, ||§y||y = ||dy‘7r(§y)||g(y)

sous-fibré du fibré tangent & G/L N K tangent aux fibres de 7y,. Soit encore E 'orthogonal de F' pour la

métrique précedente. La projection pg sur E est équivariante, et la métrique sur G/L définie par

, est équivariante au sens ot ||g - & [|97 = [|&, |5 . Soit F' le

T G/LNK
16012 pos = IIPEdyn (€IS,

vérifie encore

Hg : §y| g;,pos = H§y| Z/C,pos'
En outre, [[&,[[5%0s = [I€ylly.pos- En effet, écrivons y = goL, et &, = k(go) exp(X(go))¢. Alors, les vecteurs
k(go) exp(X(go))deo (&) et prdyo(&y) sont tous deux dans E et ont pour image &, par dm, et ils sont

donc égaux. Or la norme du premier de ces vecteurs est ||d.o(§)| = ||€]|pos tandis que celle du second est
1€y115%0s- L conclusion résulte alors de la définition de || - [|pos-
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