
Université de Lorraine Année universitaire 2013-2014
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– Partie I –

Exercice I.0. (Questions de cours)
1) Soit

∑
n fn une série de fonctions, définie sur I. Montrer que si la série converge uniformément

sur I, alors limn→∞ supI |fn(x)| = 0.

2) Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

n≥1
(2n)!
(n!)2 x

n.

3) Exprimer g(x) =
∑

n≥1
2nxn

n en fonction usuelle et préciser l’intervalle de validité.

Exercice I.1.
Soit un(x) = xn

1+x2n , pour n ∈ N et x ∈ R.
1) Montrer que la suite de fonctions un converge simplement sur R \ {−1}. Tracer la fonction limite

v(x) = limn→∞ un(x) sur R \ {−1}.
2) Est ce que la convergence est uniforme sur R \ {−1} ?

Exercice I.2.
Considérons l’équation différentielle y′′ + 2xy′ + 2y = 0 avec y(0) = 1 et y′(0) = 0. Supposons que nous
avons une solution en série entière y(x) =

∑
n≥0 anx

n avec un rayon de convergence non nul.

1) Montrer que a2 = −1 et que an+2 = −2
(n+2)an pour n ≥ 1.

2) Donner l’expression de an selon la parité de n.
3) Déterminer le rayon de convergence de la série obtenue.
4) Exprimer la fonction y sous forme de fonction usuelle. Déterminer y(2014)(0).

Exercice I.3.
Nous allons étudier la série de fonctions f(x) =

∑
n≥0 un(x) avec un(x) = xn

1+x2n .
1) Montrer que f est définie sur D = R \ {−1, 1}.
2) Est ce que la convergence est uniforme sur ]−1, 1[ ?
3) Montrer que la série converge normalement sur [−a, a] pour tout 0 < a < 1. En déduire que f est

continue sur ]−1, 1[.
4) Montrer que pour 0 < a < 1, on a |u′n(x)| ≤ 2nan−1 si |x| ≤ a.
5) En déduire que f est de classe C1 sur ]−1, 1[ et que f est croissante sur [0, 1[.
6) Exprimer f(1/x) en fonction de f(x) pour tout x ∈ D, en déduire que f est C1 sur D.
7) Montrer que ∀ x ∈ [0, 1[, on a 1

2(1−x) ≤ f(x) ≤ 1
1−x , en déduire limx→1− f(x).

8) A l’aide de 6), déterminer limx→∞ f(x). Esquisser le graphe de la f sur R+ \ {1}.
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– Partie II –

Exercice II.1
Soit Ea,b : = {(x, y) ∈ R2 ; x2

a2 + y2

b2 ≤ 1} une éllipse.
1) Calculer l’aire de l’éllipse au moyen d’un changement de variables dans une intégrale double.
2) Calculer l’aire de l’éllipse en utilisant le théorème de Green-Riemann.

Exercice II.2
Calculer l’intégrale curviligne suivante :∫

Γ

(x + y)dz + (y + z)dx + dy

x2 + z2
,

où Γ est le segment qui relie les points M1 = (1, 1, 1) et M2 = (2, 2, 2)

2


