Université de Lorraine
Analyse Complexe

TD 1 : Nombres complexes

Exercice 1

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme polaire :

<1+3i>15
1. zZ1 = "
1—22
51
9. 2y = (14\/3)
3. 23=1—¢" 0cl0,2n]

Solution:

1. On multiplie le dénominateur par son conjugué pour se débarasser des nombres complexes au
dénominateur :

143 (1+2i)(1+ 30) , six
= = —1 = 2 4
1-2i 11+ 22 ti= Ve
Donc z; = (V2)'Pe™5" = (v/2)5e"5",
2. On calcule |1 — /3| = 2, puis

1N§2(1i\/§> = 2¢7 3,

2 2

Donc 2o = —2°1,

3. Il s’agit d’'une manipulation classique qu’il faut savoir identifier :

1 _ eie — (671’% — ei%> eig = —27, sin (g) Bi% = ZSiH (Z) eiﬂ%-

Exercice 2
Résoudre les équations et inégalités suivantes :
1. 22-2241=0

2. 254%z=0
z—1

3. <2
z+2

4, Im(z+l)>1
z—1

Solution:




1. On écrit z = x + iy, avec x,y € R. En séparant parties réelle et imaginaire, on obtient le systeme
d’équation suivant :
{0(a1)2b2

0=2b(a+1).

On résout en distinguant les cas b = 0 (alors a = 1 par la premiére équation) et a = —1 (alors
b = £2). Les solutions sont donc 1, —1+ 27 et —1 — 27 (notez qu’il ne s’agit pas d’un polynéme a
cause de la présence de Z).

2. On écrit 2% et —% en coordonnées polaires ; Péquation devient 123 = re=H0+7) soit,

=
30 = —0 + w[27].

Les solutions sont 0 et 'ensemble {e?,0 = Z[Z]}.

3. On écrit z = x + 1y, avec x,y € R. L’équation équivaut a

2+ (y—1)72<4((z+2)°*+y7).

+§2+ +12>@
T3 yT3 9

L’ensemble des solutions est constitué des points en dehors (strictement) du disque de centre

£(8+1) et de rayon %

4. On écrit z = x + iy avec x,y € R. En multipliant I’équation par le complexe conjugué, I’équation
est équivalente a

Apres manipulation, on obtient

Im ((z — 1 —iy)(z+ily+ 1)) > (x —1)* + 4>

= (z-Dy+1)—zy>(z— 1)+ 9%

Apres factorisation, on obtient 'inéquation

P AR G R
2 YTy 2

L’ensemble des solutions est donc constitué des points en dehors (strictement) du disque de

centre (3 — i) et de rayon %

Exercice 3
Soient 21,29 € C, |21] < 1, |22] < 1 et
A= {t1z1 4+ tozo +t3; t1,ta,t3 > 0,11 +to + 13 = 1}

1. Esquisser A

2. Montrer qu’il existe une constante K > 1 telle que

[1—2| < K(1—]z|]) pourtout z € A.

Solution:




Exercice 4
On considere la transformation complexe f : z — 5z%. Déterminer les points du plan qui sont envoyés
par f sur :
1. la droite réelle;

2. la droite des imaginaires purs.

Solution:

1. On résout en polaire, en prenant z = re?. L’équation s’écrit alors 40 = 0[r], donc § = 0[] « il
s’agit des droites R, iR, ainsi que celles d’équation y = = et y = —zx.

2. L’équation s’écrit cette fois 40 = F[n], donc 6 = [7].

Exercice 5

On considere la transformation complexe f : z — 2% 4+ Zz3. Déterminer les points du plans qui sont
envoyés par f sur la droite iR.

Solution: On a f(z) = 2%(]z|? + 22), soit sous forme polaire :
f(z) = r4e¥0(1 4 €29) = 2143 cos(6).

Sous cette forme, f(z) € iR si et seulement si 30 = F[n], soit 6 = Z[F].

Exercice 6

Soit a € D = {z € C, |z| < 1}. On consideére la transformation homographique f, définie pour tout
z € C\ {1/a} par

a—z

fa(2)

1. Montrer que f, est une bijection de C\ {1/a} sur son image (& déterminer).

1 az

2. Montrer que f, est une bijection de D dans lui-méme (Indication : commencer par montrer que si
z € 10,1, alors fo(z) € D).
3. Quelle est I'image de S' = {2 € C,|z| = 1} par f,?

Solution:

1. Trouver lantécédent éventuel d’un point w € C revient a résoudre I’équation f,(z) = w. Apres
calcul (rapide), on trouve que cette équation admet une unique solution pour tout w # 1/a, et
qu’alors z = f,(w). Autrement dit f, est son propre inverse (c’est une involution).

2. D’apres le résultat de la question précédente, il suffit de montrer que |fq(z)| < 1si |z| < 1 : alors
tout point w € D admettra 'unique antécédent f,(w), également dans D.

a—=z

l—az

frontalement, mais on peut se ramener au cas z € R par 'observation suivante : pour tout 8 € R

et z €D, ona f,(e2) = e f, i0,(2). Donc, si pour tout r € [0,1[ et pour tout a € D on a

|fa(r)] < 1, alors

Si |z| < 1, on veut donc montrer que

< 1. Le probleme est un peu difficile a attaquer

|fa(re™®)| = | €% fo-iog(r)] < 1,

ce qui est précisément ce que 1’on veut.

a—r
l1—ar

(a—r)@—r)
(1—=ra)(l—ra)

Soit donc r € R. On souhaite montrer que

< 1, ce qui équivaut a

<1.




Aprés simplification, on trouve 72(1 + |a|?) < 1+ |a|?, qui est toujours vérifié pour r < 1.

3. Le cas de 1’égalité dans I'inéquation ci-dessus donne |f,(z)] = 1 si et seulement si |z| =
L’application f, est donc aussi une bijection du cercle unité sur lui-méme.

Exercice 7

Soient (a;,b;)jcf1..ny C D x D. Montrer que

n n n
T =110 <D la; bl
j=1 j=1 j=1

Solution: On procede par récurrence : 'inégalité est bien siir vérifiée pour n = 1. Puis, en supposant
qu’elle soit vérifiée au rang n, on écrit :

Ap41 H aj — bn+1 H b] = (an+1 - bn+1 H a; + bn+1 H a; — H b
j=1 j=1

Jj=1 j=1

IA

n n
s~ + Lo~ 1
Jj=1 j=1

ol 'on a majoré la norme du produit de gauche et celle de b, 41 par 1. On conclut par récurrence.

Exercice 8

Soit (an)nen une suite de nombres complexes tels que a,, # 0 pour tout n € N.

n 1
2ntl| converge vers [ > 0. Montrer que |a,|= — [.
n

1. On suppose que ‘

2. Montrer qu’en général (sans I’hypothése de la question précédente), on a :

Ap+1 Ap+1

lim inf

< lim inf |an|717 < lim sup |an|% < limsup

n n

7o

n

3. Déterminer lim,,_, -

Solution:

1. Utiliser Césaro

2. 1l faut relier GZ—:I et |an n = exp ( Lip |an|). Pour ca, I'observation essentielle est d’écrire, pour
n>N:
n—1
Inla,| —Injay| = Z In | 2241
k=N

an+1

Maintenant, soit [ > 0 tel que lim inf > [. Par définition, il existe N € N tel que pour tout

CLk-qu

1
— (In]an| — Infao|) = Zl

R n-N
> =+
n

Inl




avec R € R (la somme des N — 1 premiers termes). Le c6té droit de I'inégalité tend vers Inl
quand n tend vers +oco. De plus %ln |ap] = 0 quand n — +00. On en déduit que pour tout € > 0,
on a

1
—Inlay| >1Inl—¢
n

, 1 _ . .
pour n suffisamment grand. Par conséquent, |a,|» > le”¢ pour n grand. Ceci étant vrai pour

tout €, on en déduit liminf |a,|= > I; ceci étant & nouveau vrai pour tout ! < lim inf

An 41
a

, on

en déduit l'inégalité de gauche. L’inégalité de droite s’obtient avec le méme raisonnement (celle
du milieu est vraie par définition).

. On applique les résultats précédents a a,, = ,% Alors

An+1 n" 1
a,  (n+1)r eXp(“( n+1>)

Un développement limité du logarithme montre que le terme de droite tend vers e, qui est donc
la limite recherchée.




Université de Lorraine
Analyse Complexe

TD 2 : Fonctions holomorphes

Exercice 9

Soit f une fonction holomorphe sur C. On suppose que f est de classe C? comme fonction sur R2.
Montrer qu’alors Re(f) et Im(f) sont des fonctions harmoniques.

NB : on dit qu’une fonction u : R?> — R est harmonique si son Laplacien est nul, c’est-a-dire si
Ay =2y Pu

— 922 ox2 T U

Solution: Posons f = u + ¢v. On écrit les équations de Cauchy-Riemann : g—g = g—; et g—; = —%.
Donc :

a0 (u\_ 0 (00N 0 (00)_ 0 (0u)_ 0%

0x2  9x \dx) 0x\dy) oy\ox)  oy\oy) 0Oy
On a utilisé le fait que f soit de classe C? pour intervertir les dérivées selon x et y. O

Exercice 10

Déterminer tous les points de C en lesquel les fonctions suivantes sont holomorphes :
1. f(z,y) = y?sinx + iy
2. g(z,y) = 2° = 3zy® +i(32%y — y°)
3. hx,y) = aty® + ixy®

Solution: Toutes les fonctions impliquées ici sont de classe C* sur R, elles sont donc holomorphes
en z = x + iy si et seulement si elles vérifient les équations de Cauchy-Riemann en (z,y).

1. On écrit les équations de Cauchy-Riemann pour f = u + iv :
y?cosx =1
2ysin(z) =0
La premiére ligne mpose y # 0, donc sin(x) = 0 et cos(z) = y~2. La premiére équation implique
x = 0[n], tandis que la seconde impose cos(x) > 0. L’ensemble des points en lesquels f est

holomorphe est donc
RU{2kn 4,k €Z}

2. En écrivant z = x + iy, on remarque que g(z,y) = z*, qui est holomorphe sur tout C (on peut
aussi écrire les équations de Cauchy-Riemann et voir qu’elles sont trivialement vraie partout).

3. On note h = u + iv. Si h est holomorphe en = + iy, alors Av(z,y) = 0. Cela donne la condition
nécessaire xy = 0. On écrit ensuite les équations de Cauchy-Riemann :

4a3y5 = 3ay?
atyt = —if
Si h est holomorphe en x + iy avec x = 0, alors la deuxieme ligne implique y = 0. Si = # 0, alors
d’apres la condition xy = 0 on a y = 0, qui est également une solution des équations. La fonction
h n’est donc holomorphe que sur la droite réelle y = 0.




Exercice 11

Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y)

= +/|zy|. Montrer que f admet des dérivées partielles

selon x et y en 0 et y vérifie les équations de Cauchy-Riemann. La fonction f est-elle holomorphe en 07

Solution: On calcule lim,_,q W

= 0, donc f est dérivable selon z en 0 et

97(0) = 0. De

méme %(O) = 0. Par conséquent %(O) = 0, autrement dit f vérifie les équations de Cauchy- Riemann

fy) 1

en 0. Cependant f n’est pas C-différentiable en 0 : en effet, soit h = €¢(1+14). Alors lim,_,o+ =~ TH

=
qui est différent de 2 7 : autrement dit le taux d’accroissement de f en 0 n’a pas de limite quand
h tend vers 0 dans C. Cet argument prouve en fait que f n’est pas différentiable en 0 : vérifier les

équations de Cauchy-Riemann n’implique donc pas d’étre holomorphe.

Exercice 12

Soient f, g deux fonctions de C dans C qui sont R-différentiables.

1. Montrer que :

0z
1
(a) 5~
0z
b _— =
(b) = =0
0z
(C) & =0
0z
= 1
(@) 5
2. Montrer que si f est une fonction R-différentiable sur C :
of _of
0z 0z
3. Montrer que les dérivées de Wirtinger vérifient la regle du produit :
) a f 0 af
e R A L R
avec g une autre fonction R-différentiable sur C.
4. Montrer la regle de la chaine :
0 of dg (Of 0 _O0g (O0f ag (of
5z °9 =75, (82 g) "oz (az °9) et FUead=5:15:°9) t oz (527

5. Montrer que si f est holomorphe sur un ouvert 2 C C, alors g : z — f(Z) est « anti-holomorphe »sur
Q, c’est-a-dire gg = 0. Montrer que de plus %(z) 1'(@).

Solution:

1. On calcule a partir des définitions

_ 19
i 0y )"

a—i (de méme pour la dérivée selon

9 _1(0o ;10 o _1(0
5_2(814»203/) et 82_2(896
2. Cela vient encore des définitions, avec ’observation que %

Y)-
3. Cela provient du fait que 7 et 5-

vériﬁent la régle du produit.

= f(z,—y). On en déduit 69( Y) =
(x, —y). le résultat suis directement avec les définitions des opérateurs

Si l'on voit f et g comme des fonctlons sur R?, alors g(x,v)

9 9, 9
aJ; (x, —y) et 373(557 y) = ai

£ et &




Exercice 13

Déterminer (pas forcément dans cet ordre) tous les points en lesquels les fonctions suivantes sont
R-différentiables, puis holomorphes, et calculer les dérivées complexes éventuelles.

L. f(2) = (|z]* = 1)e7,

2. g(z) =exp (—2) si z #0 et g(0) =0,
3. h(z) = 741 - [+f"),

4. k*(z) = k(2), avec k holomorphe sur C.

Solution:

1. On utilise les propriétés des dérivées de Wirtinger établies dans I’exercice précédent pour montrer

que
0 =0 o =
(2 = (el = 1)+ (|2 = D () = 4 |2 1)

ot l'on a utilisé |z|> = 2z. Ici f est de classe C* sur R? (produit d’un polynéme et d’une

exponentielle), elle est donc holomorphe en z si et seulemnet si ﬂ(z) = 0. On résout donc

Jz
I’équation
Z+z2P-1=0.

En prenant la partie imaginaire de I’équation, on trouve Im(z) = 0. Les solutions sont donc les

racines (réelles) du polynéome X2 + X — 1, soit 24 = %\/g Par conséquent f est holomorphe en
z4+ et z_ uniquement, et la dérivée se calcule également a partir des regles de I'exercice précédent :
of z 0 2 2 9 = z
—(z)=e*—(|z]* = 1) + (|z|* = 1) = (€*) = z€~.
) = (e 1)+ (12 - 1) ()

2. La fonction exp est holomorphe sur tout C et z —+ z* est holomorphe sur C \ {0}. Par conséquent

g est au moins holomorphe sur C\ {0}, et la dérivée peut-étre calculée par la reégle de la chaine :
/ _ 4 1
9'(z) = =z exp(—77)-

Calculons la limite du taux d’accroissement en zéro, en marquant z = re’?. On obtient :
—p~de4i0) = exp(—r~* cos(40))

ret? r

90) _ el

Si on choisit # = 0, alors cos(f) = 1 et par croissance comparée ’expression ci-dessus tend vers 0
quand 7 tend vers 0. Mais si on prend 6 = %, alors cos(f) = 0 et |@\ — 400 quand r — 0. Le
taux d’accroissement n’a donc pas de limite en 0 dans C.

Remarque : on aurait pu calculer les dérivées partielles de g selon x et y en 0 : elles sont toutes
les deuz nulles, donc g vérifie les équations de Cauchy-Riemann en 0. Mais le méme argument
que ci-dessus peut-étre utilisé pour montrer que g n’est pas différentiable en 0, donc a fortiori pas
holomorphe.

3. On commence par calculer 6(';‘210. Pour tout n > 1, la fonction g, : (z,y) — (2% + y?)? est

dérivable sur tout R?, et ses dérivées partielles sont :

n dg
1 n — 2 2
et Dy (z,y) =ny(z” +y°)

51,

Donc a|8zz|” (z) = 3z]z[" 2 et %zz‘n (z) = 22[z[""2. Qui plus est, toujours si n > 1, alors ce calcul

montre que z — |z|™ est de classe C! comme fonction sur R2.

La fonction h est donc de classe C! sur R?, il suffit donc de chercher les points d’annulation de
%. On calcule :
oh
0z
La fonction h est donc holomorphe en 0 et sur les cercles éventuels constitués par les z € C
dont le module est racine du polynoéme 1 + %X 4 _ X5, On vérifie par une étude de signe que ce

) 5
473(1 — |2°) + §E4z|z|3 =71+ §\z|4 — |2]%).




polynéme a une unique racine réelle a qui vérifie o > % Les points ou f est holomorphe sont
donc 0 et le cercle de centre 0 et de rayon «. En ces points, on a :

_O0f D
= 8Z(z)— 57 |z]°.

f'(z)

4. D’apreés la derniére question de exercice précédent, on sait que la fonction [ : z — k(Z)
est anti-holomorphe, c’est-a-dire % = 0. Or, d’apres la question 2 du méme exercice, on a
aak; = % = 0. Autrement dit, k* vérifie les équations de Cauchy-Riemann en tout point. Comme

k* est différentiable partout (comme composée de fonctions différentiables), on en déduit que k*

est holomorphe sur C.

Exercice 14

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe 2 C C. Montrer que sous chacune des conditions
suivantes, f est constante sur € :

1. Im f est une fonction constante,
. Arg f est une fonction constante (en supposant que f ne s’annule pas dans 2),
. |f] est une fonction constante,

=W N

. (Im(f))? — Re f est une fonction constante.

Solution: Moralement, vous verrez dans le cours que si f est holomorphe et non constante, alors
I'image de f est un ouvert. Or chaque question de l'exercice implique que 'image de f soit contenue
dans un sous-ensemble fermé de C (une droite horizontale, un cercle, une parabole) : par conséquent
f doit étre constante.

Comme nous n’avons pas encore ce théoréme a notre disposition, nous allons nous contenter
d’utiliser les équations de Cauchy-Riemann. Ecrivons donc f = u + iv.

1. Si v est constante, alors % = g—; = 0 sur 2. Comme f est holomorphe, elle vérifie les équations

de Cauchy-Riemann, donc % = g—Z =0 : ceci implique que u est constante sur 2 (donc aussi f).

2. L’énoncé signifie que 'image de f est contenue dans la droite d’argument 6 =: Arg f. On consideére
la fonction g : z +— f(2)e™?. Cette fonction g est holomorphe, et son image est contenue dans
la droite Arg(z) = 0 : autrement dit, g est de partie imaginaire constante. D’apres la question
précédente, g est constante, donc f aussi.

3. La fonction |f|? = u? + v? est constante. Plutot que de dériver, on applique le Laplacien pour
trouver

ou., Ou, Ov
ax) +(3y> +(8:c
Mais Au = Av = 0 d’apres exercice . Il ne reste qu’une somme de carrés, dont chaque terme

doit étre égal a 0. Par conséquent u et v sont constantes sur 2.
2

ov

0=A(u?+v%) = ( )2+(a—y)2+uAu+vAv.

4. On dérive la fonction v* — u pour trouver le systeme d’équation :

ov  Ou ov Ov
20— — — =0 W — — =
gi gi qui équivaut a gi gz
- = 2 R  —
dy 0Oy Jy e

par Cauchy-Riemann. On multiplie la seconde ligne par 2v pour la soustraire a la premiere ; on
multiplie également la premiere par 2v pour 'ajouter a la seconde et obtenir le systeme

%(41}2 +1)=0




Comme 4v? 4+ 1 > 0 partout, on en déduit que les dérivées partielles de v sont nulles, donc que v
est constante sur ; les équations de Cauchy-Riemann impliquent que u (donc f) est constante.

10
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TD 3 : Intégrales de contour

Exercice 15

Soit v le chemin déterminé par la frontiere du domaine {z € C,1 < |2| < 2,Im(z) > 0}, parcourue
dans le sens direct. Calculer I'intégrale f,y Zdz.

Solution: On découpe le contour en quatre chemins facile a paramétrer, ce qui donne pour 'intégrale :

= 2 ™ —it -1 0 _—it
2 ) )
/Edz:/ Ecl:z;—i—/ ¢ -~ Qie““dt—l—/ de—I—/ e—.tie”dt
§ 2 1 T o 2e _9 X - €

=1+4+4+1-2
=4.

Exercice 16

1. Soit S, = {2z € C,0 < Argz < a}, avec 0 < a < 2. Soit f : S, — C une fonction mesurable avec
lim, o0 ze5 2f(2) = A. Montrer qu’alors

lim / f(z)dz =iaA,
Tr

r——4o00

ou 7, est 'arc du cercle |z| = r contenu dans S, (parcouru dans le sens direct).

2. Soit f une fonction mesurable sur le demi-plan supérieur H = {z € C,Im(z) > 0}. Supposons que
lim, o0 zem f(2) = 0. Soit v, = {z € H,|z| = r} (parcouru dans le sens direct) et m > 0. Montrer

que
li imz —0.
Jm e f(z)dz=0
Yr
Solution:
1. On écrit :

/ f(z)dz—z’aA:/Oaire“f(re”)dt—/oaiAdt.

"

Soit € > 0. Par hypothese, il existe R > 0 tel que pour tout z € S, avec |z|] > R, on a
|zf(z) — A|] < e. Donc pour r > R :

|/ f(2)dz —iaA| < / [ret f(re') — Al < ae,
Ir 0

ce qui prouve que lim,_, f7 f(2)dz =iaA.




2. Notez que le facteur oscillant z — €™ est essentiel pour la convergence de l'intégrale. Si m = 0,
l'intégrale pourrait tendre vers n’'importe quoi (par exemple, si m =0 et f(z) = ﬁ, Iintégrale
z
tend vers —oo).
Ecrivons -
/ "™ f(2)dz z/ eimmnf(re”)ire”dt,
0

.
donc

[ eme s < [ e etar
Ir 0

Soit € > 0. Il existe R > 0 tel que pour tout z € H avec |z| > R, on a |f(z)| < e. Donc, pour
r>R:

, 4 . 3 ,
| [ e f(2)dz| < e/ re” TSNt = 26/ re” TSt
Yr 0 0
la derniere égalité venant de la symétrie du sinus par rapport a 7 sur [0, 7]. On applique alors
une inégalité de convexité : pour tout ¢ € [0, ], on a sint > % Donc :

) Z 2Ymrt
|/ e f(2)dz| < 26/ rexp(— mr )dt
Yr 0 ™
s 2mrt .z
= 26[*% exp(— )G

et le terme entre crochets tend vers 5~ quand r tend vers I'infini. On a donc montré que pour

tout € > 0, on peut choisir R assez grand pour que | fn/‘ e'™? f(z)dz| < e pour tout r > R; ceci
prouve le résultat demandé.

Exercice 17

Montrer que

/ cos(w2)dx:/ sin(z?)dr = 1\/F.

Pour cela, on integrera la fonction z — e le long du chemin déterminé par la frontiére du secteur
0<|z| <R, 0<Argz< 7.

Solution: Soit vi le chemin décrit par I’énoncé. Comme z — e est holomorphe sur C, on a d’apres
le théoréme de Cauchy :

. L I , . R o
0 :7{ e dz :/ e”2dm+/ exp(iRzem)iRe”dt—/ e e dr.
VR 0 0 0

L(R) L(R) Is(R)

La premiére intégrale est

R R
IL(R) :/ cos(xQ)dac—l—i/ sin(z?)dx
0 0
et sa limite quand R — oo (si elle existe) devrait donner les intégrales recherchées. Comme I3(R)
tend vers ' [© e dr = %\/g, il ne reste qu’a montrer que I3(R) tend vers 0 quand R tend vers

linfini. Or |exp(iR%e?)| = exp(—R?sin(2t)), donc :

[I;(R)| < /4 Rexp(—R?sin(2t))dt = /2 Rexp(—R?sint)dt.
0 0

12



Sur [0, 7], le sinus est une fonction convexe, qui est donc au-dessus de ses cordes. En particulier,
on a sin(t) > 2 sur cet intervalle. Donc
2R3t m 2R?t =z
dt = [— exp(— 2
)it = [ exp(— =)

3
B(R) < [ Rexo(-
0
qui tend vers 0 quand R — oo. Cela prouve que I;(R) converge quand R tend vers 400, avec 1'égalité

demandée limp o I1 (R) = %\/g

Exercice 18

D’apres le théoréme de Weierstrass, toute fonction continue de [0, 1] dans C est la limite uniforme de
polynomes a coefficients complexes. Est-ce que toute fonction continue sur le disque unité fermé peut-étre

approchée de maniére uniforme par des polynoémes de la variable z € C?

Solution: La réponse est non, pour la raison suivante. Soit D le disque unité fermé et f € C(D, C).
Admettons qu’il existe une suite (P,)ncn de polyndmes & coefficients complexe qui converge unifor-

mément vers f. Puisque chaque P, est une fonction entiére, on a

avec 7y le contour donné par la frontiere de D, orienté dans le sens direct. La convergence uniforme

implique que f,y f=0.
pas étre limite uniforme de polynémes. Prenons par exemple la fonction ¢ : z — Z : alors fv g = 2m.

Il suffit donc de trouver une fonction g € C(D, C) telle que fv g # 0 pour montrer que g ne peut
L’argument va encore plus loin, puisqu’on verra bientdt dans le cours que toute limite uniforme

de fonctions holomorphes est également holomorphe.

Exercice 19
. 2
e 2L eI Jp — T TE

Montrer que pour tout £ € R : /
R
est intégrable sur R. On commence

2
—TXx

Solution: La convergence de I'intégrale est directe car x — e
alors par factoriser le terme dans ’exponentielle :
_2i7rr§e—7rm2 _ e—ﬂ'((z+i§)2+£2)

e

e~ @+ gy

donc
w4

Pour évaluer I'intégrale de droite, on intégre la fonction f : z — e~
Y

ci-dessous :
43

YR

_ 9 _ 2 _ 2
/6 Zzwxfe T e — e 7€ /
R R
2 7 7
sur le contour yg représenté
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Comme f est une fonction entiére, on a

R 2o\ 2 0 . 2 R 2 & . 2
0 :j{ f :/ e~ (@ +ig) dm+/ e~ m(Htiy) dy—/ e ™ dx—i—/ e (= Rtiy) dy .
YR -R £ -R 0

L(R) I (R) I3(R) I4(R)

L’intégrale I (R) converge vers [, e=™(@+9” 4y quand R tend vers Iinfini, tandis que I3(R) tend
vers 1. Quant aux deux autres intégrales, on a |e_”(R+iy)2| = e "R’ ¢™” donc

€
I(R)| < e~ / eV dy.
0

La quantité de droite tend vers 0 quand R tend vers 400, donc Io(R) aussi. Le méme argument vaut
pour I4(R). Finalement, on obtient

/efﬂ(zﬂ'g)zdx = / e~ dy = 1,
R R
d’out le résultat demandé.

Notez bien que le théoréme du changement de variable tel que vous le connaissez ne s’applique que
pour un difféomorphisme entre des ouverts de R (ou de R™) : en particulier, il ne serait pas possible
de lappliquer pour effectuer un changement de variable z = x + i€ dans lintégrale.

Exercice 20

+oo el “+oo
Calculer / ——dx, puis en déduire que /
2ix 0

— 00

. . Z_ EBY 7’ . 7 . =N\
Solution: La fonction f : z — ezzl est entiere; en effet, on peut I’écrire comme une série entiere

qui converge sur tout C :

11X
f(Z):§nZ:0m~

On choisit d’intégrer sur le contour g représenté ci-dessous, pour des raisons qui apparaitront
claires par la suite.

Alors :
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it
Re | — eRcost’ on a

. 37 37 fus
\3/ ’ efe at| < 1/ ’ eRCOStdtz/2 e~ fteostyy,
2 z 2 z 0

On s’est ramené au segment [0, 7], sur lequel cost > 1 — % Donc

Comme |e

3

i [ Reit § —R(1-12t) 4l -R
- dt| < ~dt = —(1—
5 s [T T

2

qui tend vers 0 quand R tend vers 'infini. On en déduit que

/-‘roo eia: -1 K
=1—=.
2ix 2

— 00

En prenant la partie imaginaire de cette égalité, on obtient % | sz gy — T Comme z +— SBE
—00 T 2 T
. . o, .- s N 400 g
est une fonction paire, cette quantité est aussi égale a fo .

Exercice 21

Soit €2 un ouvert simplement connexe et u une fonction réelle de classe C2, harmonique sur 2. Montrer
qu’il existe une fonction f holomorphe sur Q telle que © = Re f.

Solution: On considére la fonction f sur C, donnée par
0 0
f(e) = 55 (0) — i (2)

Cette fonction est holomorphe sur €. En effet, elle est de classe C! donc différentiable partout, et
elle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann en tout point :

% = %}uxz —(%[]UZ/: a(gnyf) car Au =0, et
@:%y:?x:_@ car u est C2.
T T Y Y

Comme € est simplement connexe, f y admet une primitive, qu’on appelle F'. Posons v = Re F.
Pour tout z € Q, on a :

8F , 6F e
A =FE) et Fo(a)=iF(z)
donc P B 0 9

En d’autres termes, la différentielle de la fonction v — u est nulle. Par conséquent, il existe une
constante ¢ € R telle que v = u + ¢. La fonction F' — ¢ a donc pour partie réelle u.

15



Université de Lorraine
Analyse Complexe

TD 4 : Séries entieres

Exercice 22

1. (Lemme de Césaro) Soit (a,)nen une suite de réels qui converge vers | quand n — oo, avec [ €

[—00; +00]. Montrer qu’alors

n— oo

1 n
E;(J«—)l.

2. Soit (by)nen une suite de nombres complexes avec b,, # 0 pour tout n. On suppose que

bn+1

b, converge

vers une limite ! € [0; co]. Montrer que lim,, |bn|% =1

3. Déterminer le rayon de convergence de la série

oo nl _n
n=0 nn

Solution:

ait |a, — 1] < e.

Quant au deuxiéme terme, on a

n

majorer par £ pour n grand.

Ceci prouve la convergence demandée.

1. Tl s’agit d’un exercice classique de découpage de somme. On suppose pour commencer que
[ €] — oo;+00[ (les cas | = +oo se traitent de la méme fagon et sont laissés en exercice). Soit
¢ > 0. Par définition, puisque (a,,) converge vers [, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on

On découpe alors la suite selon N : pour tout n > N, on a

1 & 1 1 &
ﬁzakzﬁzak+ﬁ Z ag. (1)
k=0 k=0

k=N+1

On souhaite majorer |1 (3°)_ay) —I|. Si N est fixé, le premier terme dans I’équation (??) tend
vers 0 quand n tend vers l'infini. En particulier, il est inférieur a € a partir d’un certain rang.

k=N+1
1, « Ni
(> (ak_l))_?
k=N+1

Or pour tout k > N + 1, on a |ax — I] < e. En majorant chacun des termes, on en déduit

1 NI
- ] <et+ 2
SO a) -l <et

k=N+1

Encore une fois, a N fixé, la quantité NTZ tend vers 0 quand n tend vers l'infini. On peut donc la

En rassemblant toutes ces majorations, on obtient le résultat voulu. En effet, ayant fixé ¢ > 0, il
existe M € N tel que pour tout n > M, on a

1 n
— — 1] < 3e.
FOMEREEE




2. Supposons que | e | = I quand n — oo. Pour se ramener & la question précédente qui porte sur
des sommes Iidée naturelle est de considérer le logarithme de ce quotient. Par continuité, on

a alors In | butl| 5 Inl quand n — oo (si [ = 0, on prend la convention Inl = —oco ; de méme si
[ = +o0, on ecrlt Inl = +400).
Or In ”“ = =In|by41]| — In[b,[. On a donc une série télescopique
n b n
S [ =S (I b | — Infbe]) = I [bogt| — In[bol- (2)
per L k=0

On utilise alors la question précédente : puisque In |b’g¢| — [, ona
1, b
=3 I | Ind
n bk
k=0

quand n — oco. Donc, d’apres I’équation 77, on obtient
1
—(In|bpt1| — Injbg|) —— Inl.
n n— 00

1n|b |

Mais 2 |b°‘ — 0 quand n — oo, donc en fait — Inl. En appliquant I’ exponentlelle des deux

cOtés (qul est continue, donc préserve la hmlte) et le fait que &f”l = In|b, n, on obtient le

résultat recherché.

3. On applique les résultats précédents a a,, = :—L Alors

An+1 n 1

= n_(]—
ap (n—l—l) ( n+1

)n

Un développement limité montre que le terme de droite tend vers e. Le rayon de convergence est
donc e 1.

Exercice 23

Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes, et étudier la convergence sur la frontiere de
leur disque de convergence.

PP 22 e
oo 1 n o n

Avertissement : certaines des séries présentées sont légérement différentes de celles étudiées en classe.
Les raisonnement sont cependant les mémes !

Solution: L’étude de la convergence au bord est plus difficile pour les séries 1 et 4. On donne un
résultat général sur ce genre de séries oscillantes ci-dessous.

1. On peut appliquer la regle de d’Alembert, prouvée dans 'exercice précédent : si R est le rayon

de convergence, alors % = limy 00 ;47 = 1. Le rayon de convergence est donc R = 1.

Etudions la convergence sur le bord du disque. Si z = 1, on sait que la série harmonique Zn>1 rlb
diverge. Si z est un point du dlsque différent de 1, on écrit z = €, avec 6 €]0; 27[. Nous allons
montrer que la série Zn>1 — converge en utilisant une méthode de transformation d’Abel.
En fait, on montre le résultat plus général suivant (parfois appelé « Théoréme d’Abel »).
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Théoréme 0.1. Soit (an)nen une suite complezxe, et (by)nen une suite réelle positive, telles que
1. les sommes partielles A, = ZZ:O ax sont bornées par une constante indépendante de n, et
2. la suite (by) est décroissante et tend vers 0 quand n — 0o.

Alors la série Y, < anby converge.

Ce théoreme est utile quand on étudie des séries « oscillantes », il est bon d’avoir une idée
de sa démonstration (voir ci-dessous). Ici, on prend par exemple a, = €™ et b, = L. Alors
A, = 22:1 e™*? est une série géométrique. Donc, pour tout n :
i(N+1)0
ol — eVt 2
0 ‘ S IR
1—e¢f |1 — e

qui est une constante indépendante de n. La suite b,, est positive, décroissante, et de limite nulle.
in6

On peut donc appliquer le théoreme, qui prouve que Zkzl ¢— converge des que 0 €]0; 27[. Par

conséquent, la série entiere considérée converge sur tous les points du bord de son disque de

convergence, sauf en z = 1.

Preuve du Théoréme ?7?7. La preuve repose sur une transformation d’Abel, qui est un analogue
discret des intégrations par partie.

Lemme 0.2 (Transformation d’Abel). Soient (ay), (bn) des suites complexes. On écrit A, =
> oh_o ak. Alors, pour tout N > 1,

N N-1
> anby = Anby = Y An(bni1 — bn).
n=0 k=0

Démonstration. 1l s’agit d’une réécriture formelle de la suite. Notons que a,, = A,, — A,_1 pour
tout n € N (on définit A_; =: 0 pour que 1’égalité soit vérifiée en n = 0). Alors

N N N N
Z anbn = Z(An - Anfl)bn = Z Anbn - Z Anflbn
n=0 n;O . n=0 n=0
= Z Anbn - Z Ananrl
n=0 N7111:0
= Anby — Y An(bpar — by). O
k=0

Suite de la démonstration du théoréme. On reprend les suites (a,) et (b,) données par ’énoncé
du théoreme. Alors, d’apres le lemme

N N—-1
Z anbn = ANbN - Z ATL(bn+1 - bn) (3)
n=0 k=0

Par hypothese, il existe C' > 0 tel que pour tout n € N, on ait |A,| < C.Donc |Ayby| < Cby,
qui tend vers 0 quand N — oo, car by tend vers 0.

On étudie alors le terme général de la série de droite dans I’équation (??). Comme (b,) est
décroissante, on a |b,+1 — by,| = by, — by41. Donc

|An(bn+1 - bn)| < C(bn - bn-i-l)- (4)

Or Ef:;o(bn — bptr1) = bp — by par télescopage. Comme by converge quand N — oo, la
série ) - o(b, — by y1) est convergente. Par la comparaison donnée par I'inégalité (?77?), la série
> Ap(brt1 — by) est absolument convergente.

En résumant, les deux termes de droite dans 1’égalité (??) convergent quand N — co. On en

déduit que ), - anby, est une série convergente. O
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2. Si on écrit la série sous la forme ano anz™, alors ag, = (2 — %)” et asny1 = azny2 = 0. On

ne peut donc pas utiliser le théoréme de d’Alembert. Mais 'égalité + = limsup,, an| 7 est
toujours valable. Par définition

. 1 . 1 . 1
limsup |a,|™ =: inf (sup |ag|*) = lm |az,|3"
n—o00 n>0 k>n n—oo
car, dans notre cas, Supyssy, |ax| = |ass|, pour tout n € N. Donc
1 . il . 1.1
— = lim |a3,|37 = lim (2— =)3 = V/2.
R n—00 n—00 n
Autrement dit, le rayon de convergence est R = \%@ Un autre moyen d’obtenir ce résultat
est d’effectuer le changement de variable w =: z3. Dans ce cas, les coefficients de la série

> n>1(2 = 1)"w™ sont tous non nuls, donc on peut calculer son rayon de convergence R’ en

prenant moins de précautions. L’exercice suivant permet ensuite de relier R et R’ (ona R = V' R').
La série diverge en tous ses points du bord. En effet, si |z| = 2*%, alors
1.1 1

@ 1y =@ e =(1

o )" €

o % n—o00
En particulier, le terme général de la série > -,(2 — %)"23" ne tend pas vers 0 quand n tend
vers I'infini. Cette série ne peut donc pas étre convergente.

3. On trouve le rayon de convergence en appliquant la régle de d’Alembert :

1 . n? 4" 4+ 3n 1

R aboo (n+1)24n i +3(n+1) 4

car ﬁ — 1let 4" 4+ 3n ~ 4", quand n — oo. Le rayon de convergence est donc R = 4.

Soit z sur le bord du disque de convergence, c’est-a-dire |z| = 4. Alors

| " = 4n 1
n2(4™ + 3n)

~ n2(4" + 3n) oo 3

/s 1 . /o n2 n
Or la série ) 55 est convergente. Par comparaison, la série } 7=-2" est donc absolument
convergente. Cette série entiere est donc convergente sur tous les points du bord de son disque
de convergence.

4. On utilise encore une fois la regle de d’Alembert :
o Inn . In(n+1) +In(5) In(74y)

R~ nioo In(n+1) o0 In(n + 1) R In(n+1)

=1

(cette égalité justifie rigoureusement Paffirmation Inn ~ In(n 4 1)). Le rayon de convergence est
donc R=1.

Le comportement sur le bord du disque est le méme que dans la question 1. Si z = 1, alors ﬁ

est une série de Bertrand divergente : cela peut étre vérifié directement en écrivant lnln > % (qui

est vrai pour tout n > 1) et en utilisant un théoréme de comparaison avec la série harmonique.

Si z = €% avec 0 €]0;2n[, on peut réutiliser le théoréme ?7 ci-dessus : dans ce cas a, = e’
_ 1 . _. N\ 4 A )
et b, = 15,- Les sommes partielles A, =: Zk:Z ar, sont bornées par le méme argument qu’en

question 1 (série géométrique), et la suite b, est bien décroissante, de limite nulle. On conclut
eine

que ) %— converge pour tout 6 €]0; 27[. Par conséquent, la série entiére converge en tous les
points du bord, sauf en z = 1.
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Exercice 24

1. Soit f : 2z +— > ~,anz™ une série entiere, de rayon de convergence R(f). On fixe k£ € N* et on
pose g(z) = f (zk)jpour tout z € C. Montrer que g est une série entiere et déterminer son rayon de
convergence.

2. Soient f,g deux séries entieres de rayons de convergence R(f) et R(g). Montrer que R(f + g) >
min{R(f), R(g)}.

3. Existe-t-il des séries entieres f, g telles que les rayons de convergence de f et g soient 0, mais celui de
f + g est 1, respectivement 400 ?

Solution:

1. Par définition, on a g(z) = >, o anz"" et la série converge pour tout z tel que |z|* < R(f), qui

équivaut & |z| < R(f)*. Ceci montre que R(g) > R(f)*. Réciproquement, soit z € C et w =: z*.

Si |w|¥ < R(g), alors |z| < R(g), donc 3 a,z*" converge. Par conséquent 3" a,w™ converge, ce
qui prouve que R(f) > R(g)*. En combinant les deux inégalités, on en déduit R(f) = R(g)*.

Exercice 25

Soit I',. le cercle de centre 0 et de rayon r parcouru dans le sens direct. Soit f une fonction holomorphe
sur un disque ouvert contenant le cercle de centre zéro et de rayon r. Calculer les intégrales suivantes :

1. érf(z)dz, 2. 7€Tf(z)dz, et 3. ﬁ f(Z)dz.

Solution:

1. La fonction f est holomorphe sur un ouvert étoilé contenant I',.. D’apres le théoréme de Cauchy,
on a donc §. f=0.

2. On utilise le développement en série entiere de f : on écrit donc f(z) = >, -+, an2". Comme f
est holomorphe sur un ouvert qui contient le cercle de rayon r, le rayon de convergence de cette
série est strictement plus grand que r. Par conséquent

400 400 27 too 2
7{ f(z)dz = Z@}I{ Zhdz = Z@/ e ™y irettdt = ’LZ arntt / e!=n)t gy (5)
Ly n=0 L n=0 0

n=0 0

Or pour tout k € N, on peut calculer directement que

2 0sik#0
/ ezktdt — { S1 . 7&
0 27 sinon.

Donc, dans I’équation (?7?), tous les termes apparaissant dans la somme sont nuls dés que n # 1.
Par conséquent

j{ f(2)dz = 2imr?a; = 2inr? f7(0).
T,
3. On procede comme dans la question précédente :
+o0 +oo 2
§ @ = Y an f iz =i awrt [Tt
Iy n=0 Iy n=0 0

Par le méme argument, la plupart des termes de la somme s’annulent. Donc

?{ f(Z)dz = 2imr?ay = 2imr? f(0)
.

20



Exercice 26

Soit f(z) =, anz™ une série entiére qui converge pour |z| < 1. On pose m(r) = >~ |a,|r™, pour
0<r<l1.

2m o)
1. Montrer que / |f(re)|?dt = 2m Z |an|?r?™ pour 0 < r < 1.
0 n=0

2. Si de plus f est bornée dans D, montrer que > > |a,|* < co et

1

m(r) = o (\/ﬁ

> quand 7 — 17
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Université de Lorraine
Analyse Complexe

TD 5 : Principe du maximum et théoreme des zéros isolés

Exercice 27

1. Déterminer ’ensemble des fonctions f holomorphes sur le disque unité D telles que

pour tout entier n > 2.

2. Que se passe-t-il si on remplace D par D* dans la question précédente ?

Solution:

1. Soit A = {%,n > 2}. La fonction f coincide avec la fonction holomorphe z +— 2z sur A. Or A
possede un point d’accumulation en 0 € D. D’apres le théoreme des zéros isolés, on a donc
f(2) = z sur D tout entier.

2. Si I’énoncé ne porte plus sur I, mais sur D*, alors on ne peut plus utiliser le théoréme des zéros
isolés pour conclure. En effet, 'ensemble A ne posséde pas de point d’accumulation dans D* (son
seul point d’accumulation dans C est 0, et ce point n’est pas dans D*). En fait, il y a une infinité
de fonctions holomorphes sur D* qui vérifient la condition de ’énoncé. Par exemple, la fonction
gz e — 1 est holomorphe sur D* et s’annule en tous les points de A. Par conséquent, les
fonctions f1 : z+— z et fo: 2z — 2+ g(z) sont distinctes et vérifient toutes deux les conditions de
I’énoncé.

Exercice 28

1. Déterminer toutes les fonctions f holomorphes sur C telles que f(z + 1) = f(2+1i) = f(z), pour tout
zeC.

2. Déterminer toutes les fonctions qui sont a la fois Lipschitziennes et holomorphes sur C.

Solution:

1. Soit C le carré défini par
C={2€C,0<Re(z) <let0<Im(z)<1}.
Pour tout z € C, il existe un 2z’ € C tel que f(z) = f(z'). En effet, il suffit de prendre
2 =z —|Re(z)] —i|Im(z)].

Puisque f(z+n) = f(z) pour tout n € Z, on a bien f(z—|Re(z)]) = f(z). Par le méme argument
pour la partie imaginaire, on en déduit f(z’) = f(z). Or f est continue, donc bornée sur C' (car
C' est un compact de C). Par conséquent f est bornée sur C tout entier, avec || f||cc = maxc |f|.
Le théoréme de Liouville implique alors que f est une fonction constante. Réciproquement, toute
fonction constante vérifie les conditions de 1’énoncé.




2. Soit f une fonction holomorphe et L-Lipschitzienne, c’est-a-dire telle que |f(z) — f(h)| < |z — hl,

pour tout z,h € C. Alors
: z) — f(h)
"(z)| = lim f(i
7)) = lim | PEIE <
pour tout z € C. Comme f est holomorphe, la fonction f’ est également holomorphe sur C (une
facon de voir ¢a est de dire que f’ est développable en série entiére). D’apres le théoréme de
Liouville, la fonction f’ est donc constante. Par conséquent, toutes les dérivées supérieures f(™)
sont nulles, pour tout n > 2. Donc, pour tout z € C, on a

(n)
1= 00 04 0
n>0 ’

Autrement dit, f est un polynoéme de degré 1. Réciproquement, tout polynoéme de degré 1 sur C
vérifie les conditions de ’énoncé.

Exercice 29

Soit f une fonction entiere non nulle, et M(r) =: supy, =, | f(2)|. Montrer que f est un polynome si,

et seulement si, il existe C' > 0 tel que
log M
log M(r) <c, (6)

log r
pour tout r > 2. Calculer dans ce cas le degré du polynéme.

Solution: Supposons d’abord que f est un polynéme d’ordre d, ¢’est a dire que f(z) = ZZ:O anz",
pour tout z € C. Alors, pour > 2, on a

d d
M(r) = sup [f(2)] < lanlr™ <" Janl.
n=0 n=0

|z|=r

Par conséquent

d
In M(r) ln(X:Ul_0 lan|)  dlnr 1
— n= < .
Inr Inr + Inr *d+ln21n(ngolan|)

Dong, si f est un polynome, alors la condition (6) de I’énoncé est vérifiée. De plus, on remarque que

le degré du polyndme est alors donné par d = lim,_, %
Réciproquement, soit f une fonction entiére non-nulle vérifiant la condition (6). Pour tout n € N,

les inégalités de Cauchy donnent une majoration de f(")(0), a savoir

7] M)

n! rm

)

pour tout > 0. Supposons (™) (0) # 0. Alors, pour tout r > 2, on a

(n)
ln(%) <In(M(r)) —nlnr
<(C—=n)lnr,

linégalité de la deuxiéme ligne suivant de la condition (6). Sin > C, le terme de droite dans I'inégalité
tend vers —oo quand r tend vers +o0o, alors que le terme de gauche est constant. On aboutit dans
ce cas a une contradiction, donc les termes f (”)(0) sont nuls des lors que n > C. En écrivant le
développement en série entiére de f en 0, on a alors

+90 £(n) L 4(n)
£(z) = ;} f n!(O) o Z;) f n!(O) "

Autrement dit, si f vérifie la condition (6), alors f est un polynome de degré inférieur ou égal a C.
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Exercice 30
1. Existe-t-il une fonction f holomorphe sur le disque unité telle que

1 1 1

A 2n+1 n

pour tout entier n > 27

2. Soit © un ouvert qui contient 0, et soit f une fonction holomorphe sur 2 telle que
1 1
n n

f=)+ (=) =0,

pour tout n € N* tel que % € Q. Déterminer f, et montrer qu’il existe une unique fonction entiere g
telle que glq = f.

Solution:

1. L’égalité f(%) = L1 implique que f coincide avec la fonction holomorphe ¢ : z — 2z sur
I’ensemble F; = {%m > 2}. Cet ensemble a un point d’accumulation en 0, donc, d’apres le
théoréme des zéros isolés, on doit avoir f = g sur tout D.

Mais la seconde égalité f (ﬁ) = % indique que f coincide aussi avec la fonction holomorphe

go : Z > 132 sur 'ensemble F5 = {ﬁ,n > 2}. Par le méme argument, on doit donc avoir

f=g2sur D. Or g1 # go sur D, on aboutit donc & une contradiction. Il n’existe par conséquent
pas de telle fonction f.

2. Si f est holomorphe sur €, alors la fonction f + f” I'est aussi. Or I'ensemble {1, n € N*} N Q
posséde un point d’accumulation dans §2. Par le théoréme des zéros isolés, on doit donc avoir

f2)+ f"(z) =0,

pour tout z € €.
L’équation est en particulier vérifiée sur Q) N R, qui est un ouvert non vide de R puisque 0 € €.
Autrement dit,

fl@)+ () =0,

pour tout x € RNQ. C’est une équation linéaire d’ordre 2, a coefficients constants. Par conséquent,
il existe a,b € C tels que f(z) = acos(z) + bsin(x), pour tout x € Q@ NR. Il existe au moins une
fonction f holomorphe sur €2 qui prend ces valeurs sur 2 MR : c’est la fonction

2z acos(z) + bsin(2). (7)

Comme ’ensemble 2 N R n’est pas discret dans €, le théoréeme des zéros isolés assure que
f est l'unique fonction holomorphe sur € telle que f(x) = acos(x) + bsin(x) sur @ N R. Par
conséquent, les fonctions qui vérifient les conditions de I’énoncé sont celles qui s’écrivent comme
dans ’équation (?7?) sur .

Exercice 31

1. (Lemme de Schwarz) Soit f : D — D une fonction holomorphe telle que f(0) = 0. Montrer que
|f(2)| < |z| pour tout z € D.

Indication : considérer la fonction g : z — 1)

z 7

étendue par continuité en 0.

2. Sous les hypotheses de la question précédente, on suppose qu'il existe zg € D tel que |f(z0)| = |z0].
Que peut-on dire sur f?

3. Déterminer toutes les fonctions holomorphes f : D — I telles que f(0) =0 et f(3) = 1.
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Solution:

1. La fonction f est holomorphe, donc développable en série entiere en 0. Puisque f(0) = 0, le
premier terme de la série entiere est nul. On a donc

f(z) = Z anz" =z Zan+1z”,

n>1 n>0

pour tout z € . La fonction g : z — @ est donc donnée par la série entiere g(z) = ano n+12",

qui converge pour tout z € D. Par conséquent, la fonction g est holomorphe sur D.
Soit z € D et r tel que |z| < r < 1. D’apres le principe du maximum, on a

O]
g(2) < max lg(h)| = s R

1
S —
r
On a utilisé le fait que |f(h)| <1 pour tout h € D. En faisant tendre r vers 1, on obtient alors
9(2)] < 1, soit | f(2)] < [2].

2. Supposons qu’il existe zg € D tel que |f(z0)| = |20|. Alors |g(z0)| = 1. Mais |g(z)| < 1 pour tout
z € D, donc zp est un maximum local de g. D’apres le principe du maximum, la fonction g est
alors constante sur D, égale a g(2p). Par conséquent, la fonction f est de la forme f : 2z — az,
avec |a| = 1.

3. On applique la question précédente avec zyp = % On en déduit qu'il existe a € S! tel que
f(2) = az, pour tout z € D. En utilisant & nouveau 1'égalité f(%) = %, on conclut que a = 1. La

fonction f est donc l'identité sur D.

Exercice 32

Soit n € N et Py,..., P, des points du plan. Soit M un point du plan et f la fonction définie par le
produit des distances

fM) =[] MP;.
j=1

Montrer que les seuls extrema locaux de la fonction f sont les points P;, pour j € N.

Solution: Soit z; la coordonnée complexe du point P;, pour j = 1,...,n. On pose également z la
coordonnée du point M. Alors

fon) =]l = 51 =[G~ )l

Soit g la fonction entiere définie par g : z — [[_,(z — z;). D’aprés le principe du maximum, la
fonction g n’admet pas de maximum local sur C (car elle n’est pas constante) ; donc f n’admet pas
non plus de maximum local sur C.

Pour étudier les minimum locaux, on considére la fonction A : z +— ﬁ. La fonction h est
holomorphe sur le domaine = C\ {z1,..., 2, }, et elle n’est pas constante (car g n’est pas constante),

donc elle n’admet pas de maximum local sur ). Par conséquent f n’admet pas de minimum local sur
Q.
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TD 6 : Développement en séries de Laurent et formule des résidus

Exercice 33
1 2

Soit f(z) = e + syt

1. Donner le développement en série entiere de f en 0. Quel est le rayon de convergence ?

2. Déterminer le résidu de f au point 27, puis au point 1.

3. Déterminer le développement en série de Laurent de f sur la couronne 1 < |z| < 2.

Solution:

1. La fonction f est holomorphe sur C \ {1;2i} : son développement en série entiére en 0 a donc
pour rayon de convergence 1. On écrit

oo

1:1(1):1(2%

2—2i 2°1-Z%' 2
7

)",

n=0

pour tout z tel que |55| < 1, c’est-a-dire |z| < 2. D’autre part :

1 9, 1 9 N ny N e
FEEEir RSl HO DR R DU

n=0 n=1

pour tout |z| < 1. En rassemblant ces deux parties, on obtient, pour tout |z| <1 :

o0 2 .
f(z) = n§=o(n+ 1- W>Z ~
2. Le résidu est additif, donc
Res2;(f) = Res (#) + Resa; ( 2 )
2% - 2% (1—2)2 2% PEDY .

Mais z — ﬁ est holomorphe au voisinage de 27, donc son résidu en 2i est nul. La fonction

Z > 2_221. est déja sous forme d’un développement en série de Laurent (& un seul terme), donc

son résidu peut étre identifié directement : il est égal & 2. Par conséquent, Resy; (f) = 2.

Un raisonnement similaire en 1 donne Res; (f) = 0.

3. On a vu a la premiere question que
9 (29)n+1°
Z—=2 = (20)"

pour tout |z| < 2. De plus, pour tout |z| > 1, on a |1 < 1, donc

oo

1 1 >
- __. — — —(n+1)
1—=2 z 1—% z " T;)Z




Par conséquent, pour tout |z| > 1 :

0o —2
1 0 1
== = 1)z % =— k+ 1)z
(1—2z)2 8,2(1—,2) nzzo(n—’_ )z k:Z_oo( +1)27,
ou 'on a effectué le changement de variable kK =: —n — 2. Le développement en série de Laurent

sur la couronne 1 < |z| < 2 est donc

-2

fz)=— Z (n—l—l)z"—f—Z(Q;i:H.
n=0

n=—oo

Exercice 34

1. Soit f(z) = (672)3. Déterminer le résidu de f en 2.
P
2. Soit f(z) = % Déterminer le résidu de f en 2, puis donner le développement en série de Laurent
z
de f au point 2.
. 22 —2z+5 o . o )
3. Soit f(z) = . Déterminer le résidu de f en i, puis donner le développement en

(2 =2)(z +1i)(z — 1)
série de Laurent de f dans la couronne 1 < |z| < 2.

Solution:

1. On développe f en série de La2urent au point 2. Pour ¢a, on développe le numérateur en série
entiere en 2. Posons g : z — €* | qui est holomorphe sur C. Alors

2 > 4(n)
n=0

n:

Le développement en série de Laurent est donc

> ()
fo=3 B gy

|
— nl
Le résidu est le coefficient devant (2 — 2)~1, donc Resy f = g//2(2). On calcule ¢'(z) = 2ze*’, puis
g"(z) = 2(2% + 1)622. Par conséquent Resyf = 5e?.
2. On écrit
sin z g(z)

I = =) z-2

La fonction g est holomorphe au voisinage de 2i : dans ce cas, on a directement Resy; f = g(2i).
En effet, développer g en série entiére au point 2¢ donne le développement de f en série de
Laurent :

[e.°]

P (n) (94 () (9
n=0 '

z—21 z-—2i n! n
n=0

sin(21)

Le terme devant (z — 2i)~" est obtenu en n = 0, d’out Resy, f = g(2i) = =5

3. Par le méme raisonnement que celui de la question précédente :

i2-2i+5
R‘i = =1
esif Gi—-2)i+i)
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Pour obtenir le développement en série de Laurent, on commence par décomposer la fracion en

élément simples :
1 ) i

f(z) =

Notez que les coefficients devant chaque élément simple sont exactement les résidus de f en les
poles correspondants. Comme dans le premier exercice, on écrit

2—2 z4i z—i

1 11 1= 2.,
PR i PO
n=0
pour tout |z| < 2, puis
1 1 1 1< i 1 1 1 1o, —i
= — - = — _\" t — _ _ — _ 711’
z—1 Zl—é an::o(z) ¢ z+1 zl—(%’) ZnZ::o(Z)

pour tout |z| > 1 (alors |£| < 1). Aprés changement de variable, le développement en série de
Laurent de f est donc

-1

fe) = X )T Y s
n=0

n=—oo

Exercice 35

Déterminer les singularités isolées des fonctions suivantes, et calculer les résidus en chacune de ces
singularités.

1

L f(2) = sin(1)’ 2. g(z) = exp(—zizl)

Exercice 36

Calculer les intégrales suivantes (tous les cercles sont parcourus dans le sens direct) :

z sin 2z
1. 7{ —dz, 3. ?{ —dz,
lz—1|=1 24 —1 |z—i|=2 (z —i)*

dz z+1
2. jQ{ _, 4. j{ 2% exp dz.
l2)=2 2(2 — 1)? |2|=2 <Z*1)

Solution:

1. La fonction f: 2 — %5 a quatre poles : 1,—1,7 et —i. Le contour d’intégration n’entoure qu'un
seul de ces poles : le point —1. On tourne une fois autour de 1 dans le sens direct, donc d’apres
la formule des résidus :

j{ © dr= 2imResy f.
\

4
z—1|=1 %" — 1

La fonction f s’écrit

1) = : o)

CEHDE-)E+E-D) (-1

avec g une fonction holomorphe sur un voisinage de 1. Par un résultat du cours, on le raisonnement
de Vexercice 2, question 2, cela suffit & déterminer Res; f = ¢g(1) = i. Par conséquent

z i
——dz = —.
le—l zt -1 2
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2. La fonction f: z — ﬁ a deux poles, en 0 et 1. Le contour d’intégration tourne une fois dans
le sens direct autour de ces deux pdles, donc

Une facon d’indentifier ces résidus est d’effectuer la décomposition de f en élément simples, et
de calculer les coefficients qui apparaissent devan % et Z—il On préfere ici utiliser la méthode
suivante, plus générale.

La fonction f s’écrit f(z) = g(zz) avec g : z — ﬁ holomorphe au voisinage de 0. Donc

Resgf = g(0) = —1. De méme, on écrit f(z) = G (1))3, avec h : z — = qu1 est holomorphe au
voisinage de 1. La fonction h est donc développable en série entiére en 1 ce qui permet d’obtenir
le développement en série de Laurent de f au voisinage de ce point :

f(zzzilgz n 2_1 Z

h(n)

Z _ 1)TL—3

Le résidu de f en 1 est le coefficient devant (2 —1)~! de cette série, donc en n = 2. Par conséquent

Res, f = h”2(1) =1
dz
———= =0.
7{_2 z(z— 1)

On en déduit que
3. La fonction f: z — (ji_“54 n’a qu’'un seul pole, au point i. Le contour d’intégration tourne une
fois autour de ce pdle dans le sens direct, donc

sin z
———dz = 2imRes; f.
%z i|=2 (Z - Z)4

On calcule ce résidu avec le méme raisonnement que dans les exercices précédents, en développant
le numérateur en série entiére au point i. On écrit donc

sm( > sin(™ (i
1) = 2_242 O iy =3 20 (s,

n!
n=0 n=0

s (3) (s 3
w. Par conséquent

sin z im cos(?)
LA P O
sz i|=2 (Z - 2)4 3

Le résidu de f en i est obtenu en n = 3, soit Res; f =

(On rappelle que les relations sin’ = cos et cos’ = — sin restent valables sur C).

Exercice 37

En intégrant le long de la frontiére du domaine D =: {z € C,0 < |z| < R,0 < argz <

que
*  dx T TN
/ = T(sin(Z))

1+ am

Exercice 38

Calculer les intégrales suivantes a ’aide du théoreme des résidus :
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o3} d +o0 .
1,/ o 3./ _ simz
—oo TE+ T+ 1 o (322422 +1)2

00 2 2
2. / 25337+dx, pour a € R, 4. / ﬂdx
0o Sxi—x+1 o OD+cosz

Solution:

N ; ‘ . 1 ; ; . _ —14iV3
1. On considere la fonction méromorphe f : 2z — =, qui a deux poles simples : ay = —5~=.

On choisit le contour d’intégration y(R) suivant :

Y(R
Y2(R) (&)
-R nk) R
Le contour est choisi tel que
oo dx
f—= PO
n(R) —o T+ T+

D’autre part

T iRe
= . - dt.
/MR) g /0 R?e*" + Re' + 1

Par inégalité triangulaire |R%e?* + Re® + 1| > R? — R — 1, donc

" R
[ ofs ]
72 (R) o B2-R-1

qui tend vers 0 quand R — co. Par conséquent

% f /+°° dx
'\/(R) R—oo — 50 $2+x+1

Mais l'intégrale de gauche peut étre évaluée par la formule des résidus, donc

Foo dx .
/;Oo m = 2Z7TReSa+ f
Comme f est de la forme f(z) = % avec g(z) = z—la, holomorphe prés de a, le résidu est

donné par g(ay) = % Finalement :
/+°° de 2«
feo X2z H1 3

m (la fonction exponentielle au numérateur est plus

facile & majorer qu'un sinus). La fonction f est méromorphe avec deux pdles doubles, donnés par

_—14iV2
3

3. On considere la fonction f : z —

at
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On choisit le méme contour d’intégration y(R) que pour la question précédente. Alors

+o0 eiz
— ———d
/YI(R) / [m (322 + 22+ 1)2 *

En ce qui concerne 'intégrale sur 72(R), on observe que lefe”| = e~Rsint < 1 quand t € [0, 7).
De plus, I'inégalité triangulaire donne [3R2?e?" + 2Re® +1| > 3R? —2R — 1. Pour R > 1, 0on a

donc o
/ fe /Tr iRetteilte i@t < /7T R it
wry Jo (BR2€¥* +2Ret +1)27 = Jo (3R2—2R—1)2""

qui tend vers 0 quand R — oco. Par conséquent :

+o0 i
€
— 5.
L(R) / R—o0 /_OO (322 + 2z + 1)

Mais la formule des résidus permet d’évaluer l'intégrale de gauche :

f = 2imResqa, f.

v(R)
Il faut donc calculer ce résidu. Pour ¢a, on écrit f(z) = (zf(;i)% avec g(z) = ﬁ Le résidu
est alors . )
, Lie! (ayp —a_)? = 2(aq — a_)elo+ _i+vi3++2
g (0[+) =4 4 =€ 3 .
9 (e —a_) 8iv/2
Finalement :
+oo ;
sin , T(3+v2) vz 1
/_oo Ba? g 2o 1y~ mimResa, f) = ————e" ¥ sin(g).

Exercice 39
.1
Calculer I'intégrale / ﬂdz.
|z—1|=2 z(z—1)
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TD 7 : Révisions

Questions tirées d’examens d’Analyse Complexe passés.

1. Calculer, & ’aide du théoréme des résidus

6Z
—d
/7 2(z—1)2 %

ou v est le chemin donné par (t) = 4cost + bisint, avec t € [0, 27].

2. Soit a € C et v le chemin donné par y(t) = e, pour 0 < t < 27. Montrer que

1 /a"e‘” d a2
- ——az = | — .
2im [, nlzntl n!
400 sin(nz)

3. Montrer que la fonction f: 2z}~ =%

est holomorphe sur D = {z + iy € C,|y| < In2}.

4. Soit f une fonction analytique dans le disque |z| < R. On suppose qu'il existe un M > 0 tel que
|f'(z)] < M, pour tout |z| < R. Si f(z) = >, ~0an2" est le développement en série entiere de f,

démontrer que 'on a
M

nRn—1 )

5. Existe-t-il une fonction entiere f telle que f(1) = f (n%rl

/271‘ L (8)
o cost-+ \/5

la,| <

) = e~ ™ pour tout n € N*?

6. Calculer



